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Préface

Les problémes d’optimisation dynamique stochastique ont de nombreuses applica-
tions dans des problémes de gestion, d’économie et de finance. Ce sont des situations
ou 'on fait face & des systemes dynamiques évoluant dans des conditions d’incerti-
tude et ou il s’agit de prendre des décisions a chaque date afin d’optimiser un critére
économique.

L’objectif de ce cours est d’étudier les probléemes de contrdle de diffusion avec
plusieurs applications en économie et finance.

On étudie d’abord les problémes d’arrét optimaux dans lesquels la variable de
décision est un temps d’arrét. On étudie ensuite les problémes de contréle stochas-
tique dans lesquels la variable de contréle agit sur I’état du systéme. Ces probléemes
d’optimisation stochastique sont abordés par la méthode de la programmation dyna-
mique qui permet d’obtenir une caractérisation analytique de la fonction valeur du
probleme d’optimisation comme solution d’une inéquation ou équation aux dérivées
partielles dite de Bellman. Cependant, il existe de nombreux cas ou la fonction valeur
n’est pas suffisamment réguliere pour satisfaire ’équation de Bellman au sens classique.
La notion de solutions de viscosité, introduite par Crandall et Lions, fournit un cadre
particulierement bien adapté & la théorie de 'optimisation dynamique stochastique.



Chapitre 1

Modeles d’optimisation
stochastique.
Exemples en économie et finance

On considére un systéme dynamique caractérisé par son état & tout instant. Le
temps peut étre discret ou continu. Nous considérons ici qu’il varie de fagon continue.
L’horizon (intervalle de variation du temps) peut étre fini ou infini.

L’état du systéme représente ’ensemble des variables quantitatives constituant une
description ‘exhaustive’ du systéme. Les variables d’état sont supposées réelles. On
notera X; I’état du systéme & l’instant ¢. Donc si les variables d’état sont en nombre
n, Xy € R”.

Une fois défini ’état, il s’agit de décrire les lois d’évolution de cet état en fonction du
temps. L’application ¢t — X; décrit I’évolution du systéme. Cette évolution est fournie
par un modele. Une grande variété est possible. Nous nous intéressons ici au cas ou
I’état du systéme est gouverné par un processus de diffusion :

dX, = b(X,)dt+ o(X,)dW,, (1.1)

ou W est un mouvement brownien d-dimensionnel, b(z) est & valeurs dans R" et o(x)
est une matrice n xd. Si o = 0, on a un modele d’évolution déterministe pour X. Notons
que pour X solution de I’équation différentielle stochastique (1.1), 'application ¢t —
Xi(w) est continue pour presque tout w; on dit que le processus X est continu. 11 est
possible d’introduire des discontinuités en temps dans 1’évolution du processus X en
ajoutant une composante de saut dans I’équation (1.1). On obtient alors un processus
de diffusion & sauts pour X. Cette modélisation est utile par exemple dans les problémes
d’assurance.

On suppose que l'on a acces a toute 'information du passé et du présent (mais bien
str pas du futur) du systéme. L’information & la date ¢ est mathématiquement définie
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en termes d’une o-algebre F; telle que X est Fi-mesurable pour tout s < ¢. La famille
(Ft)t>0 est une famille croissante : F; C F; si s < ¢, et est en pratique la famille des
o-algeébres engendrés par le processus X lui-méme ou encore la famille engendrée par
le mouvement brownien.

Un premier type de problemes d’optimisation concerne les cas ou la variable de
décision est un temps d’arrét, c’est & dire une variable aléatoire positive 7 telle que
Pévenement {7 < t} € F;. Ceci signifie qu’a toute date ¢, la décision de s’arréter avant
t, 7 < t, dépend seulement de I'information disponible jusqu’a cette date, F;, et pas
du futur. Le critére (& maximiser pour fixer les idées) s’écrit sous la forme :

E [/OT f(Xy)dt + g(X,)|

A chaque date t, on peut décider d’arréter le processus ce qui rapporte g(X;) ou bien
de continuer en espérant que cela permette d’obtenir un gain plus élevé. L’objectif
est de trouver le temps d’arrét optimal qui assure le plus grand gain et de calculer le
maximum de ce profit espéré.

Exemple 1 : quand vendre un actif ?
Soit une personne possédant un actif ou une ressource (maison, action, etc ...) qu’elle
désire vendre. Le prix de cet actif évolue selon :

dXt = TXtdt+UXtth.

Supposons qu’a la vente de V'actif, il y a un coiit fixe de transaction a > 0. Ainsi, si
la personne décide de vendre I'actif & la date ¢, le bénéfice net de cette vente sera :
e P(Xy — a) ou p > 0 est le facteur d’inflation. Le probléme est alors de trouver un
temps d’arrét qui maximise le bénéfice net espéré :

supE [e 7" (X,; —a)],
et de calculer le profit espéré.

Exemple 2 : quand investir dans un projet ?

On considére un agent qui souhaite investir dans un projet, par exemple dans une
entreprise. A partir du moment ou il investit, il recevra un flux de dividendes dont la
valeur évolue selon :

dXt = ,uXtdt-l—aXtth.

Le cotit de cet investissement est fixe égal & C. En investissant a la date ¢, le bénéfice
net actualisé (sur le long-terme) est t+°° e P Xds — e P'C. Le probléme est alors de

trouver un temps d’arrét qui maximise ce bénéfice espéré :

+oo
sup B [/ e Pt X dt—e P7C|.
T T
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Exemple 3 : Extraction de ressource naturelle
Le prix d’une unité de ressource naturelle (gaz, huile, etc...) évolue selon :

ng = OéPtdt—f-,BPtth.

La quantité de ressources restantes est notée par (J; a la date ¢. En supposant que le
taux d’extraction est proportionnel & la quantité restante, () évolue selon :

dQ: = —A@Qqdt,

o1 A > 0. Le cout par unité de temps d’extraction est K > 0. Si on arréte 'extraction
au temps d’arrét 7, le profit espéré est :

B [ / et (P~ K)AQi 4+ e T g(Pr, Q)|
0

ou p > 0 est un facteur d’actualisation et g(p, ¢) une fonction de gain donnant la valeur
de la ressource restante g quand le prix vaut p. L’objectif est de maximiser ce profit
espéré.

Nous consideérerons aussi des modeéles dans lesquels 1’évolution de I’état du systeéme
est influencée par un controle. Le controle est un processus (o) dont la valeur peut
étre décidée a tout instant ¢ en fonction des informations disponibles a cet instant, c’est
a dire que « est F-adapté, et prend ses valeurs dans un espace de controle A, sous
ensemble fermé de R™, m € N*. On suppose donc que les fonctions b et o dans (1.1)
dépendent du controle. L’équation d’évolution pour ’état du systéme devient alors :

dXt = b(Xt,at)dt+0'(Xt,Ott)th. (12)

Le critére (& minimiser pour fixer les idées) s’écrira sous la forme : en horizon fini 7' <
+oo,

E [/OTf(Xt, ay)dt + g(XT)] ,

et en horizon infini,

+oo
E |:/0' e’Btf(Xt,ozt)dt] .

La fonction f est la fonction de colt intégral, g est le colit final et 8 > 0 est un
coefficient d’actualisation. Les objectifs seront de déterminer les infima pour ces critéres
et les controles optimaux, s’ils existent, qui les réalisent. Notons que leur caractérisation
explicite ne sera en général possible que dans des cas particuliers, le plus souvent pour
n = 1. Dans le cas général, on aura recours & des méthodes numériques. On cherchera
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les controles optimaux sous forme feedback, c’est a dire comme fonction déterministe
du temps et de I’état du systéme a cet instant : oy = a(t, X3).

Exemple 4 : probléme du choix de portefeuille de Merton (horizon fini)
On considére un marché financier a deux actifs, 'un sans risque représentant le compte
d’épargne et 'un risqué, typiquement représenté par une action. Le processus de prix
de D’actif sans risque évolue selon :

dsy = rSVdt,
et celui de actif risqué :
dSt = /lStdt + O'Stth.

Ici, 7, 4 et o sont des constantes avec o > 0. Soit un investisseur ou agent qui investit
dans ces deux actifs, avec une proportion de sa richesse a; dans ’actif risqué et donc
1 — o4 dans I'actif sans risque a la date ¢. Son processus de richesse évolue selon :

Xt X148,
S0 S,

= (OttXtu + (1 - Ott)XtT)dt + oy XpodWy.

dX; = (1 — Ott) dS? + i

Le controle est le processus « a valeurs dans R. Le critére économique consiste a
maximiser ’espérance de I'utilité de la richesse terminale & un horizon fini 7' < 400 :

sng [U(Xr)],

ou U(z) est une fonction d’utilité, par exemple U(z) = 2P /p, 0 < p < 1.

Exemple 5 : probléme du choix de consommation et portefeuille de Merton
(horizon infini)

On considére le méme modele que dans ’exemple précédent avec en plus la possibilité
pour I'agent de consommer une partie de sa richesse. Alors, son processus de richesse
évolue selon :

dXt = (OltXt[L + (1 - Ott)Xt’f‘ - Ct)dt + OétXtO'th,

ou oy est la proportion de richesse investie dans ’actif risqué et ¢; > 0 est le taux de
consommation. Le critére économique consiste & maximiser ’espérance de 1’'utilité de
la consommation sur le long-terme :

+0o0
sup E [/ eﬁtu(ct)dt] ,
a,c 0

ou 3 est un facteur d’escompte psychologique et u une fonction d’utilité.
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Exemple 6 : investissement irréversible
On considere une firme dont le profit dépend du capital Y; et d’un parameétre stochas-
tique Z; qui peut étre par exemple la demande et évoluant selon :

dZt = M(Zt)dt+U(Zt)th

On note II(y, z) cette fonction de profit. On suppose que le capital de la firme ne se
déprécie pas et croit avec un taux u; > 0 :

dYy = wdt.

C’est un modeéle d’irréversibilité de ’expansion du capital de la firme. Le cotit d’une
augmentation unitaire du capital est une fonction ¢(Y;) du capital. Le probléme d’op-
timisation de la firme est :

T
sup B [ |0 20) = (¥t
0

u

Exemple 7 : coiit de surréplication dans un modele a volatilité incertaine
On considére le prix d’un actif financier dont la volatilité o; est inconnue et dont on
sait & priori qu’elle est & valeurs dans un intervalle [0, ). La dynamique du prix de
Pactif risqué sous une probabilité martingale est :

dXt = O'tXtth.

Etant donné une option de payoff g(Xr), on veut calculer son coiit de surréplication
donné par :

sup Elg(XT)].



Chapitre 2

Introduction aux problemes
d’arrét optimaux

2.1 Formulation du probleme

L’état du systéme est gouverné par ’équation différentielle stochastique :
dXs; = b(Xs)ds + o(X,)dWs, (2.1)

ou X € R" et W est un d-mouvement brownien sur un espace de probabilité filtré
(Q, F,(F:)s, P). Les fonctions b : R* — R? et 0 : R* — R"*¢ gatisfont les conditions
usuelles de croissance linéaire et de Lipschitz qui garantissent 1’existence et 1'unicité
d’une solution & (2.1) étant donnée une condition initiale. On note par {X¥ s > 0}
la solution de (2.1) partant de z en t = 0. On note par 7 l’ensemble des temps
d’arréts, c’est & dire ’ensemble des variables aléatoires positives telles que pour tout ¢,
Iévénement {T <t} € F;. On considére alors le probléme :

.

oo) = swpp | ["erpoanas+emgoen) (22)
TET 0

ou p > 0 est un facteur d’actualisation, f et g sont des fonctions de R" dans R, avec

g borné inférieurement. On adopte la convention que e #"g(X7) est égal & zéro aux
points w de © ol 7(w) = +00. On suppose que pour tout z € R” :

B UO+°° e"’3|f(Xs$)|ds] < oo,

ce qui assure que le probléme (2.2) est bien défini. L’objectif est de calculer cette
fonction valeur v et de déterminer un temps d’arrét optimal, c’est a dire un temps
d’arrét 7* tel que :

v(iz) = E

/ =95 F(XT)ds + e—m*g(x;z)] .
0
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2.2 Programmation dynamique et inéquations variation-
nelles : une description formelle

Nous décrivons de maniére formelle comment le principe de la programmation dy-
namique permet d’obtenir les relations que doit satisfaire la fonction valeur v.

A la date t = 0, ’état du systéme est Xy = z. Soit A > 0. Supposons que ’on ne
stoppe pas le processus sur [0,h]. On recoit alors sur cette période le gain actualisé
foh e PP f(X7)ds et I'état du systeme est X} & la date h. A cet instant, on applique
le programme d’optimisation et on recoit donc v(X}') ce qui donne en actualisant &
la date initiale ¢ = 0, e PPv(X #). Ainsi, en ne stoppant pas le processus sur [0, h], on
obtient comme profit espéré la quantité :

E [ /0 " e P f(XT)ds + e—f’hv(X,f)] .

Par définition de la fonction v qui est le profit espéré lorsqu’on maximise sur tous les
temps d’arréts, on a alors :

h
v(iz) > FE [/ e P f(XT)ds —I—e_”hv(X,f)] . (2.3)
0
Pour h > 0 suffisamment petit, on obtient approximativement :
h
E [/ e PP f(XT)ds + (1 — ph)v(XF) — v(w)] +o(h) < 0. (2.4)
0
En supposant que v € C?(R") et en appliquant la formule d’It6 entre 0 et h, on a :
h h
v(Xp) = v(z) +/ Lo(XT)ds —I—/ Veu(XH) o(XT)dWy, (2.5)
0 0
ou L est 'opérateur défini par :

Lw = b(z).Vyw+ %tr (o(z)o’(z)D2w) .

T

Ici, le signe ' dénote la transposition et le signe . le produit scalaire euclidien. En
prenant I’espérance dans (2.5), on a :

Eu(Xy)] = v(z)+FE [/Oh zv(xg)ds] ,

soit en substituant dans (2.4) et en divisant par h :

h h
E[% /0 e”’sf(Xf)ds+% /0 Lo(XT)ds — pv(X;f)] <0
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En faisant tendre h vers zéro, on obtient :
pv(z) — Lo(z) — f(z) > 0, VreR". (2.6)

De plus, d’aprés la définition (2.2) de la fonction valeur v, on a (en prenant 7 = 0 dans

le supremum sur 7) :
v(z) > g¢g(z), VzeR. (2.7)
Supposons maintenant qu’a la date ¢t = 0, v(z) > g(z). Soit 7* le temps d’arrét :
= (s > 0 :o(XP) = g(XD)).

Alors sur l'intervalle de temps infinitésimal [0,h A 7*[, on a v(X7¥) > ¢g(X7) : Il n’est
donc évidemment pas optimal de stopper le processus sur [0, A A7*[ puisqu’on recevrait
alors & cet instant comme gain g(X?) alors qu’on peut faire mieux en obtenant v(X7)
> g(X7). Ceci implique donc que l'on a égalité dans la relation (2.3) :

hAT*
v(r) = E [/ e PP f(XT)ds + e_”(hAT*)v(X,fM*)
0

Par un raisonnement similaire au précédent (avec en plus une estimation de P[r* < h]
en O(h)), en appliquant la formule d’It6, on obtient en faisant tendre h vers zéro :

pv(z) — Luv(z) — f(z) = 0, deés quewv(z) > g(z). (2.8)

Conclusion : En combinant les relations (2.6), (2.7) et (2.8), on voit que la fonction
valeur v doit satisfaire I'inéquation variationnelle :

min (pv — Lv — f,u—g) = 0. (2.9)

11 est & noter que la fonction v n’est en général pas assez réguliere C? et la formulation
(2.9) doit étre précisée dans un cadre fonctionnel plus large que le cadre classique des
fonctions C?, par exemple en utilisant la notion de solution de viscosité qu’on introduira
plus tard.

On présente dans le paragraphe suivant une autre approche analytique pour ca-
ractériser la fonction v, qui permettra également de déterminer un temps d’arrét opti-
mal.

2.3 Temps d’arrét optimal et probleme a frontiere libre :
un théoréme de vérification

Le raisonnement (heuristique) du paragraphe précédent indique que tant que v(X7)
> g(X7), il n’est pas optimal de stopper le processus. Par contre, dés que v(X7?) =
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g(X?), on peut obtenir comme gain v(X7?) en arrétant & cet instant. Ainsi, le temps

d’arrét :
™ = inf{s >0 :v(X?) = g(X?)},

avec la convention que inf() = +o0, est optimal pour le probléme (2.2). On introduit
alors 'ouvert de R” :

D = {zeR" :v(z)>g(x)},

qui est appelée région de continuation, puisque tant que le processus X7 est dans
D, il n’est pas optimal de le stopper et qu’il vaut mieux continuer & le laisser évoluer
librement. Le temps d’arrét 7* est le plus petit des temps d’arréts optimaux et s’exprime
donc aussi comme le premier temps de sortie de I'ouvert D :

™ = 71p:=inf{s >0 : X ¢ D}.
Remarque 2.3.1 Supposons que g € C?(R") et définissons I’ensemble :
U = {zeR" :pg(z) — Lg(z) — f(z) <O0}.
Alors on a
U C D.

En effet, soit g € U. Si zo ¢ D, alors v(zg) = g(zo) et xo serait un point minimum
de v — g. On aurait donc Vv(zo) = Vg(zo), D*v(z¢) > D?g(z¢). Ceci impliquerait
pv(zo) — Lu(zo) — f(zo) < pg(zo) — Lg(z0) — f(z0) < 0, une contradiction avec le
fait que pv(z) — Lv(z) — f(z) > 0 pour tout € R™. Ainsi, il n’est jamais optimal de
stopper le processus avant qu’il ne sorte de U. Néanmoins, il y a des cas ou U # D de
telle sorte qu'’il soit optimal de continuer au dela de U avant de stopper le processus.

D’apres (2.8), on a que v satisfait :
pv(z) — Lv(z) — f(z) = 0, VzeD. (2.10)
De plus par définition de D, on a :
v(z) = g(z), VzedD. (2.11)

Lorsque le domaine D est connu, le probléme (2.10)-(2.11) est un probléme de Dirichlet
et sous certaines hypothéses de régularité sur la frontiere 9D et d’ellipticité du coeffi-
cient de diffusion o(z), admet une solution réguliére (voir Friedman 1975). Mais ici D
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est bien slir inconnu et on a besoin d’une condition supplémentaire sur la frontiere 0D
pour identifier le domaine D et la fonction v. Cette condition dit que :

Veu(z) = Vgg(z), VzedD. (2.12)

La relation (2.12) qui exprime la continuité de Vv a travers la frontiére 0D illustre un
principe général dans les problémes d’arrét optimaux connu sous le nom de “smooth
fit”. Voir par exemple, Shiryayev (1978), Jacka (1993). Nous dérivons cette condition
dans le cas d’un processus unidimensionnel et pour simplifier, nous prenons p = f = 0.
Supposons aussi que la région de continuation est de la forme D, = {z € R :z < c}.
Posons alors :

J(z,c) = Blg(xz,)],
ou 7p, est le temps de sortie de D, du processus XF. On a donc
o(z) = Sl;pE[g(Xf)] = Sng[g(XfD)]
= sup Elg(X7, )] = supJ(z,c).

Le point z = ¢ € 0D, et on a 7p, = 0, P, p.s., d’ou J(c,c) = g(c). En supposant que
J est dérivable, on a :

07 07 ,
%(c, c) + %(c, c) = g(o. (2.13)

Supposons que le supremum dans v soit atteint : v(z) = J(z,c*(x)). Alors on a par la

oJ .
condition du premier ordre, — (z,c*(z)) = 0 et le théoréme de I'enveloppe dit que :

" Oc
oJ
V() = ——(z,c"(2))
oz
Soit ¢ le point frontiere de la région de continuation. Alors v(¢) = g(¢) = J(c,¢) et
donc ¢*(¢) = ¢. On a donc en remplagant ¢ = ¢ dans (2.13) :

Yed = 4@

soit

qui est la condition de smooth-fit sur la frontiere ¢* de la région de continuation D =
D,-.

Les relations (2.10)-(2.11)-(2.12) forment un probléme & frontiére libre que doit
nécessairement satisfaire la fonction valeur du probléeme d’arrét optimal (2.2). Nous
montrons maintenant une réciproque & ce résultat, en établissant un théoréme de
vérification qui permettra de vérifier qu'un candidat pour la fonction valeur v est
effectivement égal & v.
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Théoréme 2.3.1 Supposons que I’on trouve un ouvert D de R™, une fonction w : D
— R satisfaisant : w € C1(D) N C?(D), w bornée sur D, g € C*(D) N C*(R" \ D),
w > g surD, pg—Lg—f >0 sur R\ D, et tels que :

(i) pw(z)—Lw(z)— f(z)=0, VreD
(ii) w(z) = g(z), Vx € 0D
(iii) Vew(z) = Vzg(x), Vz € 9D.

Alors en étendant la fonction w par w(z) = g(z) pour z € R" \ D, on a :

w(z) = v(g) = supE[ / " F(XT)ds + e g(XT) |,
T€T 0

et de plus le temps de sortie de l'ouvert D :
p = inf{s >0 : X ¢ D}
est un temps d’arrét optimal et D est une région de continuation.

Preuve. La fonction w est C2 sur D. De plus sur R* \ D, w = g € C%(R" \ D). Donc
la fonction w : R* — R est C? par morceaux. Les conditions (ii) et (iii) impliquent
que la fonction w est différentiable & travers la frontiere dD et donc w € C*(R"). En
appliquant la formule d’It6 généralisée (voir Krylov Thm. 2.10), on a pour tout 7 €
Tr={7€T :7<Tp.s.}:

-
e "w(XE) = wx) -I-/O e [—pw(XY) + Lw(XT)]ds
T
+/ e P*V,w(X?) o(X7T)dWs.

0
Pour n € N, on considére le temps d’arrét : 7, = inf{s > 0 : |V,w(X?)o(X7)
> n}. Alors l'intégrale stochastique [ e ?*V,w(X?) o(XZ?)dW; arrétée en 7, est une
martingale puisque son intégrand est bornée. On a donc en prenant 1’espérance :

TNATn
Ble " w(XZ,, )] = w(e)+ B [ | e Pt + coxsias| 210
0
Or d’apres la condition (i) et le fait que sur R \ D, w = g avec pg—Lg—f > 0,0n a:
pw(z) — Lw(z) — f(z) > 0, VzeR".

Comme w > g, on en déduit d’apres (2.14) :

TNATp,
w(z) > E[ / P (X2)ds + e Mng(X2, )|, V€ T
0
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On peut appliquer le théoreme de convergence dominée sur I'intégrale en f et le lemme
de Fatou sur le terme en g, de sorte qu’en faisant tendre n puis 7" vers l'infini :

w(z) > E[ / e P F(XT)ds +e Tg(XT)|, VreT,
0

et donc que w > v.
Par définition du temps de sortie 7p, on a que pour tout 0 < s < 7p, X7 € D et
donc d’apres (i) :

pw(X?) — Lw(XT) - f(X?) = 0, 0<s<7p.

La relation (2.14) pour 7 = 7p devient alors :

Tp AT ATh,
w(x) — E[ / e~ F(XT)ds + €PNy fDATW].

Comme w est bornée sur D, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée en
faisant tendre n et 7' vers I'infini. On obtient alors en notant que w(X7 ) = g(X7 )
d’aprés la condition (ii) :

w(z) = E[ /0 " e"’sf(Xf)ds—i—e_”TDg(XfD)] < o(o).

Ceci prouve donc finalement que w(z) = v(x) et que 7p est un temps d’arrét optimal
avec D comme région de continuation. O

Remarque 2.3.2 Nous avons étudié des problemes d’arréts optimaux stationnaires,
c’est a dire que les fonctions valeur ne dépendent pas du temps. On pourrait étudier de
maniere analogue des problémes d’arréts non stationnaires, typiquement des problémes
a horizon fini lorsque le temps d’arrét est & valeurs dans un intervalle fini [0, 7).

2.4 Application : a quel moment vendre un actif ?

On reprend I'exemple 1 du chapitre 1. Le prix d’un actif évolue selon :
dXy = rXydt+ o X dWy, Xo=2 >0,

r > 0 est le taux d’intérét du marché, o > 0 est la volatilité de actif. A la vente de
cet actif, on doit payer un cout fixe de transaction a > 0 et le bénéfice net de cette
vente actualisée au taux d’inflation p est : e ' g(X;) ot g(z) = z — a. On veut donc
calculer v(z) = sup, E; [e"?"g(X;)] ainsi qu’un temps d’arrét optimal si le supremum
est atteint. Le générateur infinitésimal de la diffusion X est :

Lw(z) = rww'(a:)—l—%angw"(w).
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Ainsi

U = {zeR :pg(z) — Lg(z) <0}
= {z€R :(p—7r)x <pa}.
On voit donc que sir > p, Ry C U C D. Or comme X; € Ry pour tout ¢t > 0, ceci
prouve d’aprés la remarque 2.3.1 qu’il n’est jamais optimal de stopper le processus,
c’est & dire de vendre 'actif. Ceci est assez intuitif car si le taux d’intérét du marché
est supérieur au taux d’inflation, il est préférable de ne jamais vendre actif et de le

laisser prendre de la valeur. On peut aussi dans ce cas calculer directement le profit
espéré v(z). En effet, puisque :

2
XY = zexp ((7“ - %)T + O'W7—> , VreT,

on a :

2
v(z) = zsupFE [e(T”)T exp (—U—T + O'Wq—) - ge’"] , >0, (2.15)
TET 2 T

En notant que le processus {exp(—%Qt+UWt),t > 0} est une martingale (exponentielle),
égale & 1 ent = 0, on a d’aprées le théoréme d’arrét des martingales :

2
E [exp (—%T + aWT>] = 1, VreT,, (2.16)

ou 7, est ’ensemble des temps d’arréts bornés par n, n € N. Par le lemme de Fatou,
ceci implique :

2
sup E [exp (—U—T + O'W7—>:| = 1. (2.17)
TET 2

Sir = p, alors on a d’apres (2.15) et (2.17), v(z) < z. D’autre part, on a aussi pour
tout n :

a? a
v(z) > zE [exp (—?n + aWn> - —e”"] =z —ae ™,
x

qui tend vers z quand n tend vers l'infini. Donc v(z) = z, c’est & dire que le profit
espéré est égal & la valeur initiale de lactif. Sir > p, alors d’apres (2.15) et (2.16), on
a:

v(z) > ze"™P" —qe ™, VneN,

et donc en faisant tendre n vers 'infini, v(z) = +o0.
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On consideére le cas r < p. Intuitivement, il est raisonnable de penser que tant que
le prix de I'actif est en dessous d’un certain seuil, il n’est pas optimal de le vendre. On
peut donc chercher une région de continuation de la forme :

D = {zeRy z<c},

pour un certain ¢*. On cherche un candidat (w, ¢) avec w € C*([0, c]) N C%([0, c)), w(z)
>z —apourz < c pg— Lg > 0 pour z > ¢, solution du probleme & frontiére libre :
(i) pw(z) —rzv'(z) — 20%r’w(z) =0, 0<z<c
(ii) w(c) =c—a,
(iii) w'(c) = 1.
On cherche w de la forme w(z) = Az? avec A € R* et v > 0 (puisque v reste borné
quand z tend vers 0). En injectant dans (i), on trouve :

1
p-ry=gzoily—1) = 0,

d’ou :

%02 —r+ \/(%02 —1)2 4 2p0?

Y = o2

La condition (ii) donne :

cC—aqa
cv

d’ou :

w(z) = (c—a) (£>7

c

Finalement, la constante ¢ est déterminée par la condition (iii) de smooth-fit : (c—a)vy/c
=1,dou:

v
c = ¢ = a——

y-1
Remarquons que r < p si et seulement si v > 1 et donc ¢ > 0. Vérifions que w(z) >
g(z) = x — a pour z < ¢*. En effet, on a :

w(z) —(z—a) = ¢ [(1—£)<£)7—£+ a].

c*’ \c* ' c*
En remplacant a/c* = (y — 1)/, on obtient :

Yy’ -1

w(z) - (z —a) = c*[ —I—l—y],
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avec y = z/c* < 1. On en déduit le résultat voulu en notant que la fonction y +—

—y7; L 11—y est décroissante sur [0,1] et vaut 0 en 1. On doit aussi vérifier que pg —

Lg > 0 pour z > c¢*. En effet, on a :

pg—Lg = plr—a)—rz = (p—r1)T—pa
> (p—r)c* —pa, Vx>
= L (p—r), Vo2
v—1
= %0’2’)/ >0, Vz>c,

car par définition de vy, p — ry = 2o?y(y — 1).
On conclut donc qu’il est optimal de vendre I’actif & la premiere date ou son prix
atteint la valeur ¢* = ay/(y — 1). Le profit espéré sera alors :

o - () - (05)7 )
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Chapitre 3

Problemes de controle
stochastique

3.1 Formulation du probleme

3.1.1 Notations et hypotheéses

On considére un modele de contréle ou ’état du systeme est gouverné par 1’équation
différentielle stochastique (EDS) :

dXs; = b(Xs,a5)ds + o(Xs, a5)dWs, (3.1)

ou X; € R" et W est un d-mouvement brownien sur un espace de probabilité filtré
(Q,F,F = (Ft)i>0,P). Le processus de controle o = (o) est F-adapté et a valeurs
dans A, sous espace fermé de R™. Les fonctions mesurables b : R* x A — R” et o :
R* x A — R"*4 gatisfont une condition de croissance linéaire : 3C >0,V z € R*, V
a € A,

b(z,a)| + |o(z,a)] < C(1+[z]+|a]). (3.2)

On suppose aussi que b et o vérifient une condition de Lipschitz uniforme en A : 3 C
>0,Vz,ye R*",VaeA,

b(z,a) = b(y, a)| +lo(z,a) —o(y,a)] < Clz -yl (3:3)

N[

On choisit comme norme matricielle : |o| = (tr(co’))2.

Probléme a horizon fini.
On fixe un horizon fini 0 < T' < 4o00. Pour ¢ € [0,7], on note par A; ’ensemble des
processus de controle {as, t < s < T} (Fs)-adapté, a valeurs dans A, et tel que :

E [/tT |a5|2ds] < +4oo. (3.4)

19
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Les conditions (3.2)-(3.3) et (3.4) assurent pour tout a € A; et pour toute condition
initiale (¢,z) € [0,7] x R", T'existence et I'unicité d’une solution forte & I'EDS (a
coefficients aléatoires) (3.1) partant de z en s = ¢. On note alors par {X* ¢ < s <
T} cette solution qui est p.s. & trajectoires continues. On montrera dans le prochain
paragraphe, que sous ces conditions sur b, o et « :

E [ sup |X§’m|2] < Ho0. (3.5)
t<s<T

Remarque 3.1.1 Tout processus de controle « € A peut étre vu comme un processus

dans A;, 0 < ¢ < T, en considérant sa restriction & I'intervalle [t, T]. Réciproquement,

tout processus a € A; peut étre étendu en un processus & € Ay en posant &; = a

constante dans A, pour 0 < s < t, et &5 = az pour t < s < T. Avec cette convention

usuelle, on pourra donc identifier A; & Ay pour tout 0 <t < T.

Soient f : [0,T] xR" x A — Ret g : R* — R des fonctions mesurables. On suppose
que

(Hg) (i) g est borné inférieurement
ou (#) g est a croissance quadratique :
l9(@)] < C(L+]af*), VaeR,

pour une constante C' indépendante de .
Pour (t,z) € [0,7] x R", on note par A(t,z) le sous-ensemble des controles a de
A; tel que :

T
E[/ ‘f(s,Xﬁ’z,a3)|ds] < +oo. (3.6)
t

On peut alors définir sous (Hg) la fonction de coiit :

T
Itz a) = E[/ f(s,Xﬁ’””,as)d3+9(X§iw)],
t

pour tout (t,z) € [0, T]xR" et a € A(t, z). L’objectif étant de minimiser cette fonction
cout, on introduit la fonction valeur :

v(t,z) = inf J(t,z, 3.7

() = _inf Jt.2.0) 5.7

qu’on cherchera & calculer et si possible un controle o* € A(t,z) tel que v(t,z) =

J(t,z, ). o est appelé controle optimal. Si de plus le processus a* peut s’exprimer

comme fonction mesurable du temps et de I’état du systeme, of = a*(s,Xﬁ’m), t<s
< T, on dit que a* est un contrdle optimal Markovien pour (3.7).
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Probléme a horizon infini.
On note par Ay ’ensemble des processus de controle {a;, s > 0} F-adapté, a valeurs
dans A, et tel que :

T
E[/ |as|2ds] < +4oo, VT >0. (3.8)
0

Etant donné une condition initiale ¢t = 0 et x € R", et un contréle a € Ay, il existe
alors une unique solution forte, noté {X7,s > 0}, de (3.1) partant de z en ¢t = 0. Soit
B>0et f:R"x A — R une fonction mesurable. Pour z € R", on note par A(x) le
sous-ensemble des contréles o de Aq tel que :

400
E[ / b5 | f(Xsw,as)|ds] < +oo. (3.9)
0
On définit alors la fonction cott :
400
J(z,0) = E[ / eﬂSf(X;v,as)ds],
0

pour z € R" et a € A(z), et la fonction valeur :

v(z) = aeiﬁfw),](x,a). (3.10)

L’objectif est de calculer v(z) et si possible un contrdle o* € A(z), appelé controle
optimal, tel que v(z) = J(z,a*). Si le processus a* peut s’exprimer comme fonction
mesurable du temps et de I'état du systeme, o} = a*(s, X¥), s > 0, on dit que o est
un controle optimal Markovien pour 3.10.

3.1.2 Quelques estimations sur le systéeme controélé

Rappelons que les fonctions b et o sont Lipschitz en z, uniformément en a € A.
Définissons alors la constante finie positive :

By = sup { (b(z,a) — b(y,a)) (z — y) + 5|o(z,a) — o(y,a)| } '

|z —y?

T#y,a€A

On a les estimations suivantes sur 1’état du systéme :

Lemme 3.1.1 1) a) Pour toutT > 0,0<t<s<T,a € A, etz € R" :

2] < Ceftt) (|:17|2 +FE |:/ 1+ |au|2du]> , (3.11)
t

ou C est une constante indépendante de t, s, T, x et c.

E|[|xte
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b) Pour tout T > 0,t € [0,T], « € Ay, etz € R" :

T
E < CelT- <|m|2+E[/ 1+|au|2du]), (3.12)
t

sup ‘X e

|2
s€t,T)

ot C est une constante indépendante de t, T, x et a.
2) Pour tout T > 0,1t € [0,T[, h > 0 assez petit, « € A, et x € R" :

E | sup ‘Xﬁ’w—$|2
SE[t,t+h]
9 t+h
< C|h|{1+E| sup |X}7 +E [/ |au|2du] , (3.13)
s€[t,t+h] t

ou C est une constante indépendante de t, T, h, x et a. En particulier, on a :

lim F
h—0t

sup |X§"”—x‘2 = 0. (3.14)
SE[t,t+h]

3) Pour tout 0 < t < s, z,y € R", a € A,

E ‘X;t,w _ X;’y 2 < eQﬂO(S*t)LrE _ y|2_ (3.15)

Preuve. 1) a) Par la formule d’It6, on a pour tout 0 <t < s et 7 temps d’arrét :

‘Xt,w

SAT

2 SAT
= |x|2+/ 2X5% b(XE%, o) + tr(oo’ (X7, ) du
t
SAT
+ / 2(X5Y (X5 i, )dWy. (3.16)
t

On choisit 7 = 7, := inf{u > ¢ : | X"||o(X%", )| > n} qui tend p.s. vers Pinfini quand
n tend vers l'infini. On note alors que sur l'intervalle de temps [¢,s A 73], 'intégrand
de T'intégrale stochastique dans (3.16) est borné, et ainsi cette intégrale s’annule en
espérance. D’aprés la condition de croissance (3.2) sur b et o, on obtient alors :

]

5 |xiz.

SATp
o+ 5 [ o, ) + 06l )P
t

SA\Tp,
< C (|x|2+E [/ 1+ | X507 + |au|2duD
t
2
] du) .

S S
< C <|ac|2 +E [/ 1+ |au|2du] —I—/ E [‘Xﬁ,‘fm
t t

Par le lemme de Gronwall, on en déduit que :

2 s
] < Ceftt) (|:10|2 +E [/ 1+ \au|2du]) .
t
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On conclut par le lemme de Fatou en faisant tendre n vers l'infini.

b) D’aprés la dynamique de Xﬁ’w, t < s <T, et par 'inégalité de Holder, on a :

S
sup |X1'i’“;2 < 3\:c|2—|—3(s—t)/ ‘b(Xz’z,av)fdv
u€lt,s] t
u 2
+3 sup / o(X5* ay)dW,
u€lt,s] |/t

On en déduit par I'inégalité de Doob :

E

S
sup ‘Xf;‘”f] < 3|x|2 +3(s—t)E [/ |b(Xé"”, au)‘2 du]
U€E[t,s] t

S
+12E [/ |0(X5’””,au)‘2du] .
t

x5

2
En posant F(s) = E [supue[t,s] ] , on obtient par la condition de croissance (3.2)

sur b et o :
F(s) < C(|a:|2—|—(T—t+1)E[/tTl—l—|au\2du]+(T—t+1)/t5F(u)du>.

On conclut par le lemme de Gronwall.

2) D’apres la dynamique de X LT et par l'inégalité de Holder, on a :

t+h
sup |X§’$—x‘2 < 2h/ ‘b(Xf;w,au)Pdu
s€[t,t+h] t
s 2
+2  sup /G(X,’i’z,au)qu
set,t+h] |/t

On en déduit par ’inégalité de Doob :
) t+h 9
E| sup |X\"—z|| < 2nE (/ 6(X37, )| du)
SE t

[t,t+h]
t+h 9
+8F (/ o (X5, )| du) .
t

On conclut par la croissance linéaire (3.2) sur b et o.
3) Posons Z; = X" — XY, s > ¢. Alors on a :

dz; = (b(XE’Ia as) - b(Xz’ya as)) ds + (U(Xﬁ’m, O‘s) - O'(Xz’ya QS)) dW
Zy = T —Y.
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Soit 7, = inf{s >t : |Xi® — X1Y| > n}. Cette suite de temps d’arrét (7,) tend p.s.
vers l'infini quand n tend vers I'infini. Par la formule d’It6, on obtient alors :

SA\Tp,
Bl Zo, ! = |w—y|2+E{ [ 200, a0) — b, ) 24
t
t,r t 2
+ o (X0, @) = o (X0, )| du},

aprés avoir noté que le terme d’intégrale stochastique s’annule en espérance puisque
son intégrand est borné sur [¢, s A 7,]. Par définition de Sy, ceci implique :

SATn
EZp P < |w—y|2+2ﬁo/ E|Z,2du
t

IA

S
lz — yl? + 260 / | Zupe, |Pdu.
t
Par le lemme de Gronwall, on en déduit que :
E'|Zs/\7'n|2 S 6260(S_t)|$ - y‘Qa

et on conclut par le lemme de fatou en faisant tendre n vers I’'infini. O

Remarque 3.1.2 Lorsque l'espace A des controles est borné, les estimations (3.12) et
(3.13) montrent qu’on a :

sup E | sup |X5" | < et (|z)* + (T — 1)), (3.17)
a€A; s€t,T]
sup E | sup |X0% —z|?| < C(1L+]a?)h, (3.18)
acA SE[t,t+h]

ou C' est une constante indépendante de ¢, T', h et x.

Remarque 3.1.3 Dans le cas d’un probléme & horizon fini, si f est & croissance qua-
dratique, i.e. il existe une constante positive C' telle que :

[f(t,z,0)] < CQL+ [z +]af’), V(tz,0) €[0,T] x K" x 4, (3.19)

alors I’estimation (3.11) montre que pour tout (¢,z) € [0,7] X R", a € A; :

T
E[/ ‘f(s,Xg’w,as)|ds < +oo.
t

Autrement dit, dans ce cas, A(t,z) = A; et contient en particulier les controles
constants dans A.
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Remarque 3.1.4 Dans le cas d’un probléme & horizon infini, si f est a croissance
quadratique, i.e. il existe une constante positive C' telle que :

f@a) < CO+|oP+]a), V(z,a)e[0,T] xR x4, (320

alors l'estimation (3.11) montre que pour 8 > 0 assez grand, pour tout z € R", a €
A:

+o0o
E[/ B3 | F(XT,a)ds| < oo
0

Autrement dit, les contrdles constants dans A appartiennent a A(x).

3.2 Equation de la programmation dynamique : une des-
cription formelle

Dans cette section, nous décrivons formellement comment le principe de la pro-
grammation dynamique di & Bellman permet de donner une caractérisation de la
fonction valeur en termes d’équation aux dérivées partielles dite de Hamilton-Jacobi-
Bellman, ainsi qu’un critére pour déterminer les contrdles optimaux. Les résultats
mathématiques rigoureux seront donnés dans les sections suivantes.

On consideére le cas d'un probléme de contrdle & horizon fini. Soit 0 < h < T — ¢.
Supposons que nous exercions un controle a; sur 'intervalle [¢,t+ h]. A 'instant ¢+ h,
I’état du systeme devient Xy, et nous 'observons & la date ¢+ h. Supposons que nous
connaissions a partir de ¢ + h la politique optimale & appliquer, sachant qu’a l'instant
t + h, I'état du systeme est X;,j. Autrement dit, supposons connu le contréle of,
t+h<s<T,tel que:

U(t + ha Xt+h) = J(t + ha X?H—ha CM*)
T
= F [ f(s,Xs,a%)ds + g(Xr) Xt+h] )
t+h
Considérons le controle :
- as;, t<s<t+h
ay; =
oy t+h<s<T.
Alors on a :
t+h T
J(taxa&) = FE [/ f(S,Xsaas)dS-i- f(SaXsaa:)ds"i_g(XT) Xt :$:|
t t+h

T

t+h
_ E[/ f(s,Xs,ozs)derE[ f(s, Xy, al)ds + g(Xr)
t t+h

Xt+h:|

Xt:.'ll':|
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t+h
= F [ f(s, Xs,a5)ds +v(t + h, Xpyp)
t

Xt = .’L’:|
t+h

= B|[ s Xz adds ole+ b XE) . (3.21)
t

par la loi des espérances conditionnelles itérées. Le principe d’optimalité de Bellman
dit que si l'on choisit a; sur [t,t + h] de fagon & minimiser l'expression J (¢, z, &), on
obtient ainsi le contréle & optimal. Ceci signifie que le contréle optimal sur [¢t, 7] peut
étre décomposé en o, s € [t,t+h], et aF, s € [t+h,T], cette derniére étant la politique
optimale pour un probléme démarrant en ¢ + h dans I’état Xffh. On a donc d’apres
(3.21) :

t+h
v(t,z) = infE [ f(s, X5 ag)ds + v(t + h, X:fh)] . (3.22)
@ t

Nous dérivons maintenant, de maniére formelle, I’équation de la programmation dy-
namique obtenue & partir de (3.22). Considérons le contrdle constant as = a € A sur
[t,t + h]. Alors d’apres (3.22), on a :

t+h
v(t,z) < E [ (s, X5 a)ds +v(t + h,Xth)] . (3.23)
¢

En supposant que v € CH2([0, T[,R"), on a par la formule d’t6 entre ¢ et ¢+ h :

" t+h v .
o(t+h, X70) = v(t,z) +/t (E + E%) (s, X")ds

t+h
+ Vev(s, X0%) a(X0", a)dWs,
t

ou L® est 'opérateur défini par :

L' = b(z,a).V,w+ %tr (o(z,a)0’ (z,a)D2w) .

En prenant ’espérance, on a, :

t,x b Ov a t,x
E [v(t + h,Xt;h)] = wv(t,z)+ E e + L% ) (s, X7%)ds|
t

d’ou en substituant dans (3.23) :

t+h S
0 < E [/ (a +£“v) (5, X5%) + f(s,Xﬁ’z,a)ds] .
t

En divisant par h et en faisant tendre h vers 0, on obtient :

0 < %(t,w)+£“v(t,$)+f(t,ac,a).
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Ceci étant valable pour tout a € A, on a alors :

—@(t z) +sup [-L%(t,z) — f(t,z,a)] < 0. (3.24)
ot acA

D’autre part, supposons que a* est un contrdle optimal. Alors dans (3.22), on a :
t+h
v(t,z) = E [ f(s, X7, 05)ds +v(t +h, X[ 1)
t

ou X* est ’état du systéme solution de (2.1) partant de z en ¢ avec le controle o*. Par
un argument similaire et avec des conditions de régularités sur v, on obtient :

0 .
-5 (ba) = Lo(ta) — ft,@,0f) = 0, (3.25)
ce qui combiné avec (3.24) prouve que v satisfait :
0
Pt z) + sup [~ L%(t,z) — f(t,z,a)] = 0, Y(tz)€ [0, T[xR. (3.26)
ot acA
On réecrit souvent cette EDP sous la forme :
0
5 (t2) + Hi(t,2, Voo(t,2), Div(to) = 0, V(o) € [0, T[xE", (3.27)
ou pour (t,z,p,M) € [0,T] x R* x R* x S, (S, est 'ensemble des matrices n x n
symétriques) :
1
Hl(t,fl',p, M) = sup —b(x,a).p - 51}1‘ (UU,(‘T’G)M) - f(t,a:,a)
acA

Cette fonction H; est appelée Hamiltonien du probléme de contréle considéré. Cette
équation (3.27) est appelée équation de la programmation dynamique ou équation
de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). A cette équation aux dérivées partielles, il faut

ajouter la condition terminale :
v(T,z) = g¢g(z), Vz R, (3.28)
qui résulte immédiatement de la définition (3.7) de la fonction valeur v.

Remarque 3.2.5 1) Lorsque ’ensemble des contréles est réduit & un singleton, c’est
a dire qu'’il n’y a pas de contréle sur ’état du systéme, 'EDP d’HJB se réduit a une
EDP linéaire :

Ov

1
—E(t,w) —b(z,a).Vzv — §tr (o(z,a)0'(z,a)D2v) = f(t,z,a), V(tz)€ [0, T[xR"
v(T,z) = g¢g(z), Vz eR", (3.29)
correspondant a la fonction valeur :

[/ FXB® a)ds + g(X50) | .

C’est la représentation de Feynman-Kac du probléeme de Cauchy (3.29).
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2) L’argument d’optimalité de la programmation dynamique suggeére que si l'on
peut trouver un controle o*(¢,z) tel que :

sup [~L%(t,z) — f(z,0)] = —LYEPv(t,z) — f (=, 0" (t,2)),
acA

c’est & dire que
o (t,x) € argmin[Lo(t,7) + [(z,0)],
ac

alors on aura :

O

ot = £y (t,7) — f(z,0%(t,7)) = O,

et donc
T
o(t,z) — E[/ F(XT 0% (s, X2))ds + 9(X3) |,

ou X™* est solution de ’équation différentielle stochastique :

dX; = b(X],a"(s, X)) +o(X:,a%(s,X))dW,, t<s<T

X; = =,
et a* est un contrdle optimal Markovien.

Dans le cas d’un probléme & horizon infini, le principe d’optimalité de Bellman dit
que pour tout h > 0 :

h
v(z) = infE[/ e PIF(XT ag)ds + e Pho(XT) | .
a 0

Par un argument similaire au cas du probléme & horizon fini (en appliquant It6 &
e Pty(XF)), Péquation de la programmation dynamique devient :

Bv(z) +sup [-L%(z) — f(z,a)] = 0, VzeR",
acA

qu’on réecrit aussi sous la forme :
Bv + Hy(z,Vo(z), D*v(z)) = 0, VzeR?,

ou pour (z,p, M) e R* xR" x &, :

1
Hi(t,a,0,M) = sup [-b(z,0)p~ Jtr (00" (z,0)M)  f(z,0)
a€A
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Cette fonction Hs est appelée Hamiltonien du probleme de controle considéré. Ceci
suggere aussi qu'un contrdle optimal Markovien est obtenu avec :

o*(z) € arg {lréi;l [L%(z) + f(z,a)].

Conclusions : 1) horizon fini :
T
v(t,z) = ing [/ F(s, X5 ag)ds + g(XE9) |, (t,2) € [0,T] x R™.
t

Alors v doit ‘résoudre’ :

04, ) + sup [~ Lo0(t, ) — f(t, )] = 0, (1) € [0, T[xR"
ot acA
’U(T,.’L‘) = g(q,‘), .’L‘ER”,
ou

1
L% = b(z,a).Vyvb(z,a) + itr (0(z,a)0’ (z,a)D2v) .

De plus si pour tout (¢,z), a*(¢,z) est un point de maximum sur A de

sup[—Ea’U(t,w)—f(t,x,a)] = Hl(taxaVw“(tax)aD;%lU(tax))
acA

ou de maniere équivalente un point de minimum de
inf [L%(t,z) + f(z,a)],
acA
alors {a*(s, X}),t < s < T} est un contble optimal Markovien, ou :

dX; = b(X;,a"(s,X})) +o(X;,a"(s,X])dW,, t<s<T
X; = =

2) horizon infini :
+0o0
v(z) = infFE [/ efﬂtf(Xf,at)dt , x €R".
@ 0

Alors v doit ‘résoudre’ :

Bv(z) +sup [-L%(z) — f(z,a)] = 0, ze€R".
a€A

De plus si pour tout z, a*(z) est un point de maximum sur A de

sup [=L%v(z) = f(z,0)] = Hy(, Vo(z), D*v(z))
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alors {a*(X}),0 <t < T} est un contole optimal Markovien, ot :

dX; = b(X[,o"(X]))+o(X],a"(X])dWy,, 0<t<T
X; = =z
3) Les arguments (heuristiques précédents) supposent que ’on puisse trouver un élément
maximum dans A de ’Hamiltonien du probléme de contréle considéré. Ce n’est pas

toujours possible lorsque A n’est pas compact : on dit dans ce cas qu’on a un probléme
de controle stochastique singulier.

3.3 Principe de la programmation dynamique et équation
d’Hamilton-Jacobi-Bellman

Passons maintenant & la dérivation rigoureuse de I’équation de Bellman. Un des
résultats fondamentaux en théorie du controle stochastique est le principe de la pro-
grammation dynamique dont nous avons donné une description formelle ci-dessus. On
renvoie & Fleming et Soner (1993, Section IV.7) pour le détail de la preuve rigoureuse
(et technique) qui fait appel & des arguments délicats de sélection mesurable. On note
par 7 lensemble des temps d’arréts a valeurs dans [0, +o00[ et par 7;7 ’ensemble des
temps d’arréts & valeurs dans [t, 7.

Théoréme 3.3.1 (Principe de la programmation dynamique)
1) Horizon fini : Soit (t,z) € [0,T] x R,
(i1) Pour tout o € A(t,z) et 0 € Tyr :

o(t,z) < E[/ f(s, X5 a)ds + v(6, X;E)]. (3.30)
(ii1) Pour tout § > 0, il existe o € A(t,x) tel que pour tout 0 € Ty :
0
o(t,z)+0 > E [/ f(s, X5% ag)ds + U(Q,Xg””)] : (3.31)
t

2) Horizon infini : Soit © € R".
(i2) Pour tout o € A(z) et 0 € T :

9
viz) < E [/ e P F(XE, ay)ds + e_’Bav(ng)] . (3.32)
0
(1i2) Pour tout 6 > 0, il ezxiste a« € A(z) tel que pour tout § € T :

v(r)+d > E [ /0 ’ e PIF(XT, ay)ds + e—ﬂ%(xg)] : (3.33)
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Pour tout a € A, on considere I'opérateur linéaire du second ordre :
1
L% = b(r,a).Vyo+ §tr (U(m,a)a'(m,a)Da%go) .

Grace a la premiere partie du principe de la programmation dynamique, on a le résultat
suivant.

Proposition 3.3.1 1) Horizon fini : Supposons que la fonction valeur v € C+2([0, T[,R™),
que la fonction f soit a croissance quadratique (3.19) et que f(.,.,a) soit continue en
(t,z) pour tout a € A. Alors v est une sous-solution de I’équation d’ Hamilton-Jacobi-
Bellman :

ov
—E(t,x) +sup [-L%(t,z) — f(t,z,a)] < 0, V(t,z)€[0,T[xR". (3.34)
a€A
2) Horizon infini : Supposons que la fonction valeur v € C%(R™), que la fonction f
soit a croissance quadratique (3.20) et que f(.,a) soit continue en x pour tout a € A.
Alors pour B > 0 assez grand, v est une sous-solution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-
Bellman :
Bu(z) + sup [-L%(z) — f(z,a)] < 0, VreR". (3.35)
acA
Preuve. On montre le résultat dans le cas d’un horizon infini. Soit x € R*, a € A, a le
contrdle constant égal & a qui est bien dans A(z) pour 8 > 0 assez grand (indépendant
de z et a) d’apres la remarque 3.1.4. On note aussi X7 le processus d’état controlé
associé. Soit 7 le temps d’arrét : 7 = inf{s > 0 : | X7 —z| > n} o n > 0 est une
constante fixé. On applique la premiére partie (3.32) du principe de la programmation
dynamique & 7 A h pour h > 0 :

TAh
o(@) < E[/ e-ﬂSf<X§,a>ds+e-ﬂ<Mh>v<X$Ah>].
0

Puisque v € C?(R"), on peut appliquer la formule d’Tt6 & e #%v(X?) entre s = 0 et s
= 7 A h, et en déduire que :

TAh
0 < E[/A eﬂs(—ﬁv+£av+f)(Xf,a)ds]
0

TAh
+E [ / e‘ﬂstU(Xf)’a(Xsm,a)dWs] .
0

On remarque que l'intégrand de I'intégrale stochastique en dW est borné sur [0, 7 A h]
et donc l'espérance du second terme & droite de 'inégalité précédente s’annule. On
obtient alors :

1 TAh
E[ﬁ / L(s,X;”,a)ds] <0 (3.36)
0
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L(t,z,a) = e P (Bv(z) — L%(z) — f(z,a)).

Par continuité p.s. de la trajectoire X7, on a que pour h suffisamment petit (h < h(w)),
T(w)Ah = h, p.s. Par continuité de la fonction L(.,.,a), on en déduit par le théoréme de
la moyenne que la variable aléatoire sous le signe espérance de (3.36) converge p.s. vers
Bv(z) — L%(z) — f(x,a) quand h tend vers zéro. De plus, cette variable aléatoire est
bornée par une constante indépendante de h. Par le théoréme de convergence dominée,
on obtient alors :

pu(z) — L%(x) - f(z,a) < 0,

et on conclut puisque a € A est arbitraire. O

Pour obtenir I'inégalité inverse de sursolution de ’équation de Bellman, on va uti-
liser la deuxiéme partie du principe de la programmation dynamique. On considére
les Hamiltoniens Hy : [0,T] x R* x R" x §,, - RU{+oc} et Hy : R" X R* x §,, —
RU{+o0} associées aux problémes de controle stochastique en horizon fini et infini, et
définies par :

Hi(t,z,p,M) = 21615 [—b(x,a).p — %tr (U(z,a)a'(m,a)M) — f(t,m,a)] ,

Hy(z,p,M) = 21613 [—b(x,a).p - %tr (U(x,a)al(x,a)M) - f(a:,a):|

ou S, désigne I'’ensembles des matrices symétriques n X n. On note

dom(H;) = {(t,z,p,M) €[0,T] xR" xR" x 8, : Hi(t,z,p, M) < +oo}
dom(Hy) = {(z,p,M) e R" xR" xS, : Ha(z,p, M) < 400} .

Suivant le probléme & horizon fini ou infini, on fera ’hypothese suivante :

H; est continue sur int(dom(H;))
et il existe G1 : [0,7] x R® x R" x &, continue telle que :
(t,z,p, M) € dom(H,) <— Gi(t,z,p,M)<0 (3.37)

Hj est continue sur int(dom(Hs))
et il existe G : R* x R" x S, continue telle que :

(z,p, M) € dom(Hy) <= Ga(z,p,M) <0 (3.38)
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Proposition 3.3.2 1) Horizon fini : Supposons que (3.37) soit vérifiée et que la fonc-
tion valeur v € CH2([0,T[,R"). Alors v est une sursolution de l’inéquation variation-
nelle d’Hamilton-Jacobi-Bellman, i.e. :

max{—%(t x) + Hy(t,z, Vyo(t, ), Dv(t,z)), G1(t, =, va(t,:v),ng(t,x)}

> 0, (3.39)

pour tout (t,z) € [0, T[xR".

2) Horizon infini : Supposons que (3.38) soit vérifiée et que la fonction valeur v €
C?(R"). Alors v est une sursolution de l’inéquation variationnelle d’Hamilton-Jacobi-
Bellman, i.e. :

max {Bv(z) + Ha(z, Vv(z), D*v(z)), Go(z, Vo(z), D*v(z)} > 0, (3.40)
pour tout x € R,

Preuve. On montre le résultat dans le cas d’un horizon fini. Soit (¢,z) € [0, T[xR".
On va prouver le résultat par ’absurde en supposant donc au contraire que

—%(t,.’ll)+Hl(t,.’l,',Vz’l)(t,.’L'),D%’U(t,:C)) < O,

et Gi(t,z,Vyo(t,z),D2v(t,z)) < 0.

Par continuité de la fonction G1, ceci implique que (¢, z, V v(t, z), D2v(t, z)) € int(dom(H;)).
Par continuité de H; sur int(dom(H;)), il va alors exister h > 0 (qu’on peut prendre
<T—1t),n>0ete>0 tels que:

ov
_E(S,y)+Hl(S,yava(say)’D?tU(S,y)) S —-¢,

pour tout s € [t,t + h] et y € B(z,n). D’apres la 2éme partie de la version forte de la
programmation dynamique, il existe o € A(t, z), tel que pour tout 6 € Ty 7 :

v(t, )+— > E[/st“” ds+v(9X;I)].

On choisit § = 0, : = T*A(t+h) ot 7* = inf{s > ¢ : | X5"—z| > n}. Iei X2* correspond &
la diffusion controlée par o*. Puisque v € C12([0, T[,R"), on peut appliquer la formule
d’Tt6 & v(s, X&™) entre s = ¢ et s = 0}, et en déduire :

eh On
0 < > + FE [/ L(x,Xg’w,a;‘)ds}
t
On
_E[
t

va(s,Xﬁ’g”)'a(X;”x,a:)dWS] .
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ou
L(t,.’E,(J,) = __(tax) - ﬁa’l)(t,.’E) - f(t,ll)',(l)-

On remarque que d’apres la condition de croissance (3.2) sur o, I'intégrand de l'intégrale
stochastique en dW est borné sur [0, 6] par :

‘VJU(S,X?I)’O'(X?I’O!*H < Cp(1+|ag)).

S

D’apres la condition d’intégrabilité (3.4) sur a* € A(t,z), on en déduit que 'espérance
de l'intégrale stochastique en dW est nulle, d’otu :

€ 1 on tr  x

0 < 5 + EE L(S,XS’ ,ozs)ds . (341)
t

On note aussi que pour t < s < 0, :

ov
_E(

—E.

L(s, X", o) s, X0") 4+ Hy(s, X0", Vau(s, X0"), D2v(s, Xb7))

IAIA

On en déduit d’apres (3.41) que

0 < e(%—%E[Gh—t]). (3.42)

D’apres 'inégalité de Chebicheff et 1'estimation (3.13) du lemme 3.1.1, on a :

Plr*<t+h] < P| sup |X0"—z|>1n

SE[t,t+h]

L, 2
< E ‘Supse[t,t—l—h] | X5° — xf ‘

,,72

— 0,
quand h tend vers zéro. De plus, comme

Plr*>t+h] < 3E6,—1 <1,

on en déduit que %E[Gh — t] tend vers 1 quand h tend vers zéro. On obtient ainsi la

contradiction voulue en faisant tendre h vers zéro dans (3.42). O

Remarque 3.3.6 La relation de sous-solution (3.34) (dans le cas horizon fini) de la
fonction valeur s’écrit aussi :

—%(t,m)+Hl(t,x,va(t,a:),ng(t,x)) < 0,
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pour tout (¢,z) € [0, T[xR". Ceci implique que
Gi(t,z, Vgo(t,z), Dyv(t,z) < 0,

pour tout (¢,z) € [0, T[xR", et donc que :

max{—%(t,m)+Hl(t,w,va(t,x),Div(t,w)),Gl(t,x,va(t,x),Div(t,x)} < 0,

pour tout (¢,z) € [0,T[xR™. On a une relation analogue dans le cas horizon infini.

En combinant les deux propositions précédentes, on obtient le résultat principal de
cette section.

Théoreme 3.3.2 Sous les conditions des propositions 3.3.1 et 3.3.2, la fonction valeur
v est solution de l'inéquation variationnelle d’Hamilton-Jacobi-Bellman :
1) Horizon fini :

ot
= 0, (3.43)

max {—@(t, x) + Hy(t,z, Vyu(t, ), Div(t,m)), G1(t,z,Vyu(t,x), Div(t, x)}

pour tout (t,z) € [0, T[xR".
2) Horizon infini :

max {Bv(z) + Ha(z, Vv(z), D*v(z)), Go(z, Vo(z), D?v(z)} = 0, (3.44)

pour tout x € R".

Remarque 3.3.7 1. Lorsque A est compact, ’Hamiltonien H; est fini sur tout le do-
maine [0, 7] xR" x R" x S, et le supremum est atteint. La condition (3.37) est satisfaite
avec n’importe quel choix de fonction GG; continue strictement négative. L’inéquation
variationnelle de Bellman que doit satifaire la fonction valeur devient dans ce cas sim-
plement 1’équation de Bellman :

—%(t,x) b Hi(t,z, Vav(t,z), D2o(t,z)) = 0, Y(t,z) € [0,T[xR. (3.45)
2. Lorsque A n’est pas compact et si 'on sait & priori que la fonction valeur v vérifie
Gi(t,z,Vyu(t,z), D2v(t,z)) < 0, de telle sorte que Hi(t,z,Vyv(t,z), D2v(t,z)) <
+oo pour tout (¢,z) € [0,7] x R*, on va alors rechercher v solution de ’équation
de Bellman (3.45) et un contréle optimal Markovien attaignant le supremum dans
Hy(t,z,Vzv(t,z), D2v(t,)). On verra un exemple dans le paragraphe 3.5.
3. Lorsqu’aucun des deux cas précédents n’est satisfait, on dit que le probleme de
controle stochastique est singulier : il n’existe pas de contréle optimal dans la classe
considérée et on doit résoudre I'inéquation variationnelle de Bellman. On en verra un
exemple dans le chapitre suivant, paragraphe 4.4.
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Remarque 3.3.8 Les résultats dans le cas horizon fini s’étendent aisément lorsque la
fonction de cofit J & minimiser a la forme plus générale suivante :

T
Moy = B [/ L S)f(s,Xﬁ’z,as)ds+F(T)9(X§i””)] ,
t
ou
F(t,S) = €exp (_/ ﬁ(u,XZ’z,au)du) , t<s<T,
t

et B(.,.,a) est une fonction continue bornée sur [0,7"] x R” pour tout a € A. Dans ce
cas 'Hamiltonien associé au probleme de controle stochastique est :

Hity,00.M) = sup [Blt,2,0)0 — b(s,0)p — 115 (oesa)o’ (5, 0)M) — F(t,2.0)

Remarque 3.3.9 Lorsqu’on étudie un probléeme de maximisation

T
o(tz) — sup E[/ f(s,Xﬁ’w,as)ds+g(X?z)],
acA(t,z) t

on peut se ramener 3 un probléme de minimisation en considérant la fonction valeur
—uv. Ceci revient alors a considérer ’'Hamiltonien

Hy(t,z,p,M) = ;gg [—b(z,a).p - %tr (o(a:,a)a'(a:,a)M) - f(t,a:,a)] ,

et son domaine dom(H;) = {(t,z,p, M) € [0, T|xR" xR" xS,, : Hi(t,z,p, M) > —o0}.
L’hypothése (3.37) devient dans ce cas :

H; est continue sur int(dom(H))
et il existe G : [0,7] x R® x R* x &, continue telle que :
(t,.’E,p,M) Edom(Hl) — Gl(t,.’E,p,M) >0

L’inéquation variationnelle que doit satisfaire la fonction valeur est alors :
. (9’0 2 2
min —E(t, z) + Hi(t,z,Vyo(t,z), Dv(t, ), G1(t,z, Vyu(t, z), Dyv(t, )
= 0. (3.46)

On a une remarque analogue dans le cas d’un probléme de maximisation en horizon
infini.
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3.4 Théoréme de vérification

Le théoreme 3.3.2 établit que I’équation de Bellman est une EDP nécessairement
satisfaite par la fonction valeur d’un probléme de controle stochastique. On donne
dans ce paragraphe une réciproque a ce résultat dans le cas d’un probleme de contréle
stochastique dit régulier (par contraste avec un probléme de contrdle stochastique
singulier). Il s’agit des théoremes de vérification suivants, d’abord dans le cas d’un
horizon fini puis d’un horizon infini.

Théoréme 3.4.3 (Horizon fini)
Soit w € CH2([0,T[,R") N C°([0, T[xR™) a croissance quadratique, i.e. il existe une
constante C telle que :

lw(t,z)] < CQO+|z?), V(t,z) €[0,T] x R".

(i) Supposons que :

_a_w(ta SL') + sup [_ﬁaw(t’x) - f(tama G,)] < Oa (ta .’L’) € [Oa T[XRn’ (347)
ot acA

w(T,z) < g(z), =€ R". (3.48)

Alors w < v sur [0,T] x R".
(#i) De plus supposons que w(T.) = g, et pour tout (t,x) € [0, T[xR", il existe &(t, )
mesurable a valeurs dans A tel que :

0 0 )
~5(b@) Fsup[Low(t2) - f(te,0)] = —F(be) - LDt 2) - f(t2,8(,2))
acA
= 0,
EDS :

dXs = b(Xs, a(s, Xg))ds + o(Xs, a(s, Xs))dWy

admette une unique solution, notée X’;’w, étant donnée une condition initiale Xy = ,
et a(s,Xo") t < s < T, € Alt,z). Alors w = v sur [0,T] x R" et & est un controle
optimal Markovien.

Preuve.
(i) Puisque w € C%2([0,T[,R™), on a pour tout (t,z) € [0,T] x R*, a € A(t,x), s
€ [t,T], et pour tout temps d’arrét 7 & valeurs dans [t, +oo[, par la formule d’It6 :

S/\Ta
w(s Am XU = i)+ [ X0 + £, X

SAT
+ / Vaw(u, X2 o(X5%, o ) dW,,.
t
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On choisit 7 = 7, = inf{u > ¢ : |Vyw(u, Xo%)'o(X5", )| > n} en notant que 7, *
+00 quand n tend vers I'infini. Le processus arrété {f5 ™ qw(u, X57) o(X5", o) AWy,
s >t} est donc une martingale et on a en prenant ’espérance :

SATp,
E[w(s/\Tn,XgA”Tn)] = fw(t,x)—i—E[/ ‘?;:( X5 4+ L% w(u, XE¥)du|
t

Puisque w satisfait (3.47), on a :

ow

— (u, X2%) 4+ L%w(u, X5°) + f(XP% ) > 0, Va € Alt,z),
at u u u

d’ou :
SN\Tp,
E [w(s A Tn,Xﬁ’,@n)] > w(t,z) - FE [/ f(Xf;z’au)du] , Yae A(t,x).
t
On a

SA\Tn T
/ FXE an)du| < / F(XE7, o) du,
t t

et le terme de droite est intégrable d’apres la condition d’intégrablité sur A(t¢,z).
Comme w est & croissance quadratique, on a, :

‘w(s/\Tn,Xz’/%Tn)‘ < C(1+ sup X,
s€ft, T

et le terme de droite est intégrable d’aprés I’estimation (3.12) du lemme 3.1.1. On peut
donc appliquer le théoreme de convergence dominée et faire tendre n vers I'infini :

Elw(s,X\™)] > w(t,z) [/ f(X5 du] , Ya e A(t, z).

Comme w est continue sur [0,7] x R, en faisant tendre s vers 7', on a par le théoréme
de convergence dominée et en utilisant aussi (3.48) :

E [g(X;im)] > w(t,z) [/ FXE" du] , Ya € Al(t,z),

et donc w(t,z) < v(t, z), V(t,z) € [0,T] x R".
(ii) On applique la formule d’Tt6 & w(s, X2) (aprés avoir localisé avec 7,) :

5 Qw

= (u, X7 + LX) gy, X du|
t

E [w(s,Xﬁ"”)] = w(t,z)+ FE [

Or par définition de &(t,z), on a :
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d’ou :
E [w(s,fcg’w)] - [/ FXte & ng))du] .
En faisant tendre s vers T', on obtient ainsi :
wlta) = B| / PR, XE) -+ (X5
= J(t,z,&)

Donc w(t,z) = J(t,x,&) > v(t,x) et finalement w = v avec & comme contrdle optimal
Markovien. 0

Théoréme 3.4.4 (Horizon infini)
Soit w € C*(R™) & croissance quadratique.
(i) Supposons que :

Bw(z) + sup [—Lw(z) — f(z,a)] < 0, zeR", (3.49)
acA
Tim infe PTE[w(X2)] < 0, VzeR*, ac Alz), (3.50)
—00

Alors w < v sur R".
(ii) Supposons de plus que pour tout xz € R", il existe &(x) mesurable d valeurs dans
A tel que :

pu(z) + sup [~Lw(z) - f(z,0)] = Bu(z) - L*w(z) - f(z, &(x))
VEDS
dX, = b(X,,&(X.))ds + o(Xe, a(X,))dW,

admette une unique solution, notée X7, étant donnée une condition initiale Xy = z,
avec

limsupe PTE[w(X2] > 0, (3.51)

T—o00 o

et tel que &(X%), s > 0, € A(z). Alors w(z) = v(z) pour tout x € R* et & est un
contréle optimal Markovien.
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Preuve. (i) Soit w € C%(R") et a € A(x). On a par la formule d’'Tté & e fw(X¥)
entre 0 et T AT, :

T AT,
) = )+ [ I — o] d

T ATy,
+ / e PUVw(XE) o (XE, o) dW,,.
0

Ici, 7, est le temps d’arrét : 7, = inf{¢t >0 : |Vyw(t, XT) o(XF, )| > n}. Comme le
terme d’intégrale stochastique arrétée est une martingale, on a en prenant 1’espérance :

Bl x| = w B[ [ e gt o) (XD

> wz)— B [ /0 T s (xe, ozu)du] , (3.52)

d’apres (3.49). Par la condition de croissance quadratique de w et la condition d’intégrabilité
(3.9), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée et faire tendre n vers I'in-
fini :
T
E [e’ﬂTw(X%)] > w(z)— E [ / e Puf(X2, au)du] . Vo€ A(z).
0

En faisant tendre 7" vers linfini, on a d’apres (3.50) et le théoréme de convergence
dominée :

w(z) < E[/Oooe—ﬂtf(xg,at)dt], Vo € Alz),

et donc w(z) < v(z), Vo € R".
(ii) En appliquant la formule d’Tt6 & e~#w(X?) (aprés avoir localisé avec 7,) et en
observant que le contrdle & atteint 1’égalité dans (3.52), on a :

T
E [e_ﬂTw(X%)] — w(z)—E [/ e Puf(Xe, &(Xff))du] .
0
En faisant tendre T vers l'infini et d’aprés (3.51), on obtient ainsi :

w(z) > J(ac,&):E[ /0 weﬂUf(Xg,@(Xg))du]

et donc w(z) = v(z) = J(z,&). O

Le théoréme précédent suggere la stratégie suivante pour résoudre le probléme de
controle stochastique. Dans le cas horizon fini, résoudre ’EDP non linéaire d’Hamilton-
Jacobi-Bellman :

ow

_8_ + sup [—E“w(t,w) - f(t,a;,a)] = Oa (t,.’L‘) € [O,T[XR”, (353)
i acA
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avec la condition terminale w(T, z) = g(z). Fixer (t,z) € [0, T[xR" et résoudre sup,¢ 4
[-L%w(t,z) — f(z,a)] comme un probléme de maximum en a € A. On note a*(¢,z) la
valeur de a qui réalise le maximum. Si cette EDP non linéaire avec condition terminale
admet une solution réguliére w, alors w est la fonction valeur du probléme de contrdle
stochastique et a* est un contrdle optimal Markovien. Cette méthode se justifie donc
si 'EDP de Bellman (3.53) admet une solution C'? satisfaisant les conditions d’ap-
plication du théoreme de vérification. Une condition suffisante d’existence de solution
réguliere & (3.53) est la condition d’uniforme ellipticité suivante :

Il existe une constante ¢ > 0 telle que
yo(z,a)d’ (z,a)y > cly|?, Vz,y € R",Va € A. (3.54)

On a alors le résultat suivant dont une preuve peut étre trouvée dans Fleming et Rishel
(1975).

Théoréme 3.4.5 Supposons (3.54) et

o A est compact,

e pour ¢ = b, 0, f, la fonction ¢ € C1([0,T] x R* x A) et @, V@ sont a croissance
quadratique en x uniformément en (t,a),

e gc C3R") et g, Vg sont a croissance quadratique.
Alors l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman (3.53) avec la condition terminale w(T,.)
= g admet une unique solution w € C%2([0,T] x R*) a croissance quadratique.

3.5 Application : Probleme de Merton en horizon fini

Un agent investit une proportion «; de sa richesse dans un actif risqué et 1 — oy
dans un actif sans risque, avec la contrainte qu’a toute date oy doit étre a valeurs dans
A ensemble fermé convexe de R. Son processus de richesse évolue selon 'EDS :

Xy

Xt(l — C(t)

dX; = dS; + ——~+——=
! 5, Pt

= Xi(ogp+ (1 — ay)r) dt + XyapodWy.

ds?

Partant d’une richesse initiale Xy = z > 0 au temps ¢, I’agent veut maximiser I’espérance
de I'utilité de sa richesse terminale & un horizon T > ¢. Notons par X%? le processus de
richesse partant de = en ¢t. Observons que les coefficients de X ne vérifient pas stricto-
sensu la condition de Lipschitz uniforme en les contrdles a. En fait, on se rameéne
usuellement & ce cadre en considérant le logarithme de la richesse positive. La fonction
valeur du probleme de maximisation est donc :

v(t,z) = sup [U(X;w)] , (t,z) €0,T] x Ry,
ac A
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ou A; est 'ensemble des processus o F-adaptés & valeurs dans A et tels que E| ftT |ous |2ds]
< o0.

La fonction d’utilité U est croissante et concave sur R, . Vérifions que v(t,.) est
croissante et concave en z. Soit 0 < z < y et « un processus de controle. Notons Z; =
X" — XUV, Alors dZg = Z [(osp + (1 — a)7) ds + as0dW,], Zy = y —z > 0 et donc
Zs > 0 ou encore Xﬁ’y > Xﬁ’m pour tout s > t. Puisque U est croissante, on a U(Xl}’w)
< U(XpY) dot -

E[U(X;w)] < E[U(X;y)] < w(t,y), Ya €A,

et donc v(t,z) < v(t,y). Soit 0 < z1, T2, o', a? deux processus de contrdle et \ € [0, 1].
Posons x5 = Az1 + (1 — A)za, X5 le processus de richesse partant de z; et controlé
par o', X»?2 le processus de richesse partant de z» et controlé par a?. Posons :

N AX" ol + (1 - M) Xp™a?

(6]
? AXE™ 4 (1 — X)Xo™

Notons que par convexité de A, le processus a* € A;. De plus, d’aprés la structure
linéaire de I’évolution de I’équation de la richesse, le processus X* := AX5%1 4+ (1 —
A) X b2 est gouverné par :

dX;\ — X)‘(oz p+(1—a))ds+X>‘oz’\adWs, s>t
Xg\ = ).

Ceci prouve que AX %1 + (1 — \)X%*2 est un processus de richesse partant de = en ¢
et contrdlé par o. D’apres la concavité de la fonction U, on a :

v (AX%“ +(1- A)X%‘”) > AU(XE™) + (1= MU (Xp™),
d’ou :
v + (1= N)zs) > AE [U(X;wl)] +(1-NE [U(X;wz)] ,
et ceci pour tout o', a?. On en déduit que :
v(Azr + (1 = Nz2) > Av(z1) + (1 — N)v(ze).

En fait, on voit que si U est strictement concave et s’il existe un controle optimal, alors
les arguments ci-dessus montrent que la fonction v est aussi strictement concave en z.
On va donc chercher 4 résoudre 1’équation de Bellman :

ow a B
5 +1nf[ Lw(t,z)] = 0, (3.55)
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avec la condition terminale

w(T,z) = U(z), z€R,;. (3.56)

0 0?
Ici L%0(t,z) = z(ap + (1 — a)r)a—w + %w2a2028—1§. Le probleme (3.55)-(3.56) n’a en
x x
général pas de solution explicite pour une fonction d’utilité U quelconque. Cependant,
dans le cas particulier d’une fonction puissance :

Ulx) = 27, 0<p<1,
on peut résoudre explicitement ce probléeme. Cherchons une solution de la forme :
w(t,z) = ¢(t)aP.
En substituant dans (3.55)-(3.56), on obtient que ¢ satisfait :
#0420 = 0,
oT) = 1,

ou

1
A= 12£ —ap(p—1) —pr+ §a2p(1 —p)o?|. (3.57)

On obtient alors ¢(t) = exp(—A(T" — t)) Ainsi, la fonction donnée par :
’U)(t, iL‘) = exp(—)\(T - t)).Z‘p, (ta 'T) € [OaT] X ]R-H (358)

est réguliére, strictement croissante et strictement concave, et est solution de (3.55)-
(3.56). De plus, la fonction a € A — —ap(p — 1) — rp + 2a’p(1 — p)o? est stric-
tement convexe sur ’ensemble convexe A donc atteint son minimum en & constant.
Par construction, 4 atteint I'infimum de inf,c 4[—L%w (¢, z)]. De plus, I’équation de la
richesse associée au controle constant G :

axX; = X; (&u + (1 — d)r) dt + XiacdW;

admet bien une unique solution, étant donnée une condition initiale. Ceci prouve donc
finalement d’apres le théoréme de vérification, que la fonction valeur du probléeme de
maximisation est donnée par (3.58) et que la proportion optimale de richesse & investir
dans 'actif risqué est constante et donnée par a. Notons que lorsque A = R, on a :

. p—r
_ 3.59
¢ o?(1 —p)’ (3.59)
et
Ry
PN k) S S

202 1—p
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3.6 Reégularité de la fonction valeur

Les théorémes des sections précédentes requiérent que la fonction valeur du probléeme
de controle stochastique soit réguliére. Mais en général, ce n’est pas le cas et il existe
de nombreux exemples ou la fonction valeur n’est méme pas dérivable. On commence
par étudier la continuité de la fonction valeur par des techniques standard. On donne
ensuite des exemples dans le cas déterministe et stochastique de fonctions valeur non
régulieres.

3.6.1 Propriétés Holderiennes de la fonction valeur

On montre d’abord un résultat de continuité-Lipschitz de la fonction valeur par
rapport & la variable d’espace.

Proposition 3.6.3 (Horizon fini : continuité en espace)

On suppose que f et g sont des fonctions Lipschitziennes en z, uniformément en (t,a)
€ [0,T] x A. Alors v(t,.) est Lipschitzienne, i.e. il existe une constante C (dépendant
de T) telle que pour tout t € [0,T], z,y € R" :

lv(t,z) —v(t,y)| < Clz—yl
Preuve. Dans la suite, C désigne une constante générique ne dépendant que de T.

En notant que |inf; a; — inf; b;| < sup; ;[a; — b;|, on a :

[o(t,) — o(t,)] = j‘fE[/ FXE s+ (X1

— inf E [ / F(XHY a,)ds +g(Xt’y)]
acA(ty)

IN

sup {E / P, ) — (XY, a)lds
(t,y) t

acA(t,z)UA(t
+Elg(X}") - (X3¥)|}

Par la condition de Lipschitz sur f et g, on en déduit :

T
lo(t,z) —v(t,y)| < C sup {E/ | X5 — XY|ds + E|X3" — X%y|}
acA(t,x)UA(t,Y) t

VAN

T
Clz — y| [/ ePols—gs 4 e’go(Tt)] < Clz —yl,
t

d’aprés 'estimation (3.15) du lemme 3.1.1. O

Dans le cas d’un horizon infini, on montre une propriété Holderienne de la fonction
valeur sous des hypothéses fortes supplémentaires sur la fonction f.
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Proposition 3.6.4 (Horizon infini)
On suppose que [ est une fonction bornée et Lipschitzienne en x, uniformément en a
€ A. Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout x,y € R* :

B
- Clr—y|Po si 0< < Bo
lv(z) —v(y)| < { Clz -y si 3> Bo.

Preuve. Puisque

+o0
v(r) = inf E[/ e PIF(XT ay)ds|
0

acA(x)

on a pour tout T > 0 :

—+ o0
w(z) — ()| <  sup B / PO F(XT, ap) — F(XY, a)lds
acA(z)UA(y)
< swp E / B3 F(XT, 0) — F(XY, o)l ds
acA(z)UA(y)
+0oo
+  sup E'/ e P f(XT, ) — F(XY, as)|ds.
acA(x)UA(y)

Comme f est bornée et Lipschitz, on en déduit d’aprés I'estimation (3.15) du lemme
3.1.1:

T
lv(z) —v(y)| < Clz— y|/ ePo=Psds 4 CePT,
0

soit :

o(a) — o(y)] < [—1 Sl

e ] |z —y| + CePT. (3.60)

Si B > pPo, en faisant tendre 7' vers l'infini, on obtient |v(z) — v(y)| < |z — y|. Si
0 < B < Bo (avec la convention que le terme entre crochet dans (3.60) est égal & T
lorsque 8 = fp), on minimise & droite par rapport & 7', le minimum étant atteint pour

BoT B+ |zl + |y|)

e = ——— = silt—y|<p
|z =yl
T =0 si |z —y| > p.
En substituant dans (3.60), on obtient le résultat voulu. O

Finalement, dans le cas d’un horizon fini, on montre la la continuité Holderienne
1/2 en t de la fonction valeur sous I’hypothése de bornitude de ’'ensemble des contrdles.



CHAPITRE 3. PROBLEMES DE CONTROLE STOCHASTIQUE 46

Proposition 3.6.5 (Horizon fini : continuité en temps)

Sous les hypothéses de la proposition 3.6.3, on suppose de plus que A est compact et
f est a croissance quadratique uniformément en (t,a) € [0,T] x A. Alors v(.,x) est
1/2-Hélder continu. Plus précisément, il existe une constante C dépendant de T telle
que pour tout t,s € [0,T], z € R* :

o(t2) —v(s,2)| < C(L+]al)ls - 3.
Preuve. Dans la suite C' désigne une constante ne dépendant que de T'. Soit 0 <t <

s < T. D’apres le principe de la programmation dynamique avec § = s, on a :

o(tz) = ;gE[/ F(X0, ) du+v<,X§’z>],

d’ou :

[o(t, ) —v(s, )| =

inf F [/ FXE® ay)du + v(s, X07) —U(S,I)H

acA(t,z)

< sup FE |f(th oy)ldu+ sup E|v(s, X)) — (s, z)|.
acA(t,x) t acA(t,z)

Comme f est & croissance quadratique et d’aprés la Lipschitz-continuité de v(s,.)
prouvée dans la proposition 3.6.3, on en déduit :

lu(t,z) —v(s,z)| < C/ (1+supE|Xm|2>du+supE|X”“—x|

Comme A est compact, alors d’apres les estimations (3.12) et (3.13) du lemme 3.1.1 et
la remarque 3.1.2, on en déduit :

o(t,2) — (s, @) < C(1+]al) [(s— 1) + (s - 1)}

IA
Q
—
—
_|._
8
[\v]
~—
w
|
o~
~—
N[

Remarque 3.6.10 Lorsque A n’est pas compact et pour des problémes de controles
singuliers, il n’est pas évident & priori de montrer la continuité de la fonction valeur.
On verra au chapitre prochain comment obtenir la continuité grace a la théorie des
solutions de viscosité discontinues.

3.6.2 Exemple de fonction valeur non réguliére : cas déterministe

Nous décrivons ici le cas d’un probléme de controle déterministe, o = 0, avec b(z, a)
=a, a € [-1,1], n = 1. L’état du systéme est donc gouverné par : dX; = wdt, Xy =
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z. Soit f une fonction paire C'*°, & support compact avec f strictement décroissante

sur R, .

On consideére la fonction valeur d’un probléme & horizon fini :
+0o0 +o0 t
v(z) = (;gf‘t/o e tf(Xy)dt = ég,fct/o e tf(z +/0 agds)dt,
soit :

(@) = S e tf@+t)dt, >0 (a
TETO JFRetfm—tydt, $<0 (of =

» * » ¥
|
—_
~

On en déduit donc que :
'(0T) = /+Oo e tf(t)dt = —f(0) + /+oo e 'f(t)dt <0
0 0
V(07) = / T ety = — / e 0t = — (0.
0 0

Donc v n’est pas dérivable en z = 0. Comme f est paire, v est aussi paire. f est
strictement décroissante sur R, donc v aussi.

Notons que ’équation d’HJB s’écrit :

v+ sup [-av] = f
a€[—-1,1]

Oou encore
W'+ = f.

Cette EDP n’admet donc pas de solution réguliere sur tout R.
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3.6.3 Exemple de probleme de contréle stochastique singulier

On consideére le processus contrdlé réel gouverné par :
dXs = Ots dWs 9

ou le controle « est a valeurs dans A = R. Soit g une fonction mesurable positive ou
a croissance quadratique sur R, et considérons le probléme de controle stochastique :

o(t,z) = aiélth[g(X;lw)], (t,z) € [0,T] x R".

L’Hamiltonien de ce probleme est H(M) = sup,cg[—3a>M]. On voit donc que H(M)
< 400 ssi —M < 0 et dans ce cas H(M) = 0. Nous allons voir que pour un large choix
de fonctions g, le probléeme de contrdle stochastique est singulier et la fonction valeur

v n’est pas réguliere.
On raisonne par l'absurde et on suppose donc que v € € CY2([0,T[,R). Alors,
d’apres le théoréme 3.3.2, v est solution de I'inéquation variationnelle de Bellman, i.e. :

2
max {—%, —%} = 0, sur[0,T[xR (3.61)
2

c. . - 0 .
Ceci implique en particulier que a—z > 0 sur [0, T[xR, autrement dit :
A

v(t,.)  est convexe sur R pour tout ¢ € [0,7]. (3.62)
Comme le controle constant nul est dans A;, il est immédiat que

v(t,z) < g(z), V(t,z)€[0,T] xR

conv 1’

En notant par g enveloppe convexe de g, i.e. la plus grande fonction convexe

minorant g, on en déduit d’apres (3.62) :
v(t,z) < ¢“"(z), Y(t,z)€[0,T[xR (3.63)
En utilisant g®°™” < g, l'inégalité de Jensen et la propriété de martingale de Xb®
pour o € Ay, on a :

o(t,z) 2 inf Blgm(X)

> aiél.i gcom) (E[X;lw]) — gconv (:I,‘)

En combinant avec (3.63), on en déduit que

o(t,z) = ¢°"(x), V(tx) € [0, T[xR. (3.64)

conv

On aboutit & une contradiction dés lors que la fonction g n’est pas C%(R), par

exemple si g(z) = max(z — k,0) = ¢g°""(z).

Remarque 3.6.11 On verra plus tard que méme si ’égalité (3.61) ne peut pas étre
interprétée au sens classique, la relation (3.64) reste vraie. En particulier, on voit que

la fonction valeur v est discontinue en T dés lors que g # ™.
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Chapitre 4

Solutions de viscosité et
équations
d’Hamilton-Jacobi-Bellman

4.1 Deéfinition des solutions de viscosité

Suivant le type de probléme & horizon fini ou infini, on a considéré des (in)équations
(variationnelles) de Bellman paraboliques :

at
= 0, (tz)€l0,T[xR", (4.1)

max { = G20,2) + H (1., 9u(t,2), D2, 2), G (1,2, Viu(t, ), Diuit, ) |

ou elliptiques :
max {ﬂw(x) + Hy(z, Vu(z), D*w(z)), G2 (z, Vw(z), D2w(w)}
= 0, zeR", (4.2)

ou Hy : [0,T] xR* x R* x S, - RU {+00} est défini dans le cas des problémes de
controle stochastique considérés au chapitre précédent par :

[ 1

Hl(taxapa M) = 8up —b(x,a).p - §tr (O’(.’L’,G,)O',(.’L',(J,)M) - f(t,.’l}',(l):| ) (43)
acA L

et Hy : R" x R" x S, = RU {400} est défini par :

1

Hy(z,p,M) = sup|—b(z,a).p— itr (o(z,a)0' (z,a) M) — f(:c,a)] ,  (4.4)
acA [

et G1 et G2 sont des fonctions continues telle que Hi(t,z,p, M) < +oo ssi G1(t, z,p, M)
<0, et Hyo(z,p, M) < 400 ssi Go(z,p, M) < 0. Ici S, désigne ’ensemble des matrices

50
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réelles n X n symétriques qu’on munit de ordre : M7 < My ssi Mo — M; est une matrice
symétrique positive.

Plus généralement, on va considérer ici des équations aux dérivées partielles non
linéaires du second ordre :

F(z,w(z), Vw(z), D*w(z)) = 0, VzeO, (4.5)

ol O est un ouvert de RV et F est une fonction continue de @ x Rx RN x Sy dans R.
La fonction F' doit satisfaire la condition dite d’ellipticité : pour tout z € O, w € R,
peRN, M,M € Sy,

—

M<M = F(z,w,p,M) > F(z,w,p,M). (4.6)

Dans le cas des problémes d’évolution, un point de RY doit étre compris comme variable
de temps ¢ et d’espace  dans R" (N = n + 1), O doit étre vu comme un ouvert de la
forme [0, T[xO,, ou Oy, est un ouvert de R" et F(t,z,w, p;, p, M) doit satisfaire de plus
la. condition de parabolicité : pour tout ¢ € [0,T[, z € Op, w € R, py,pr € R, p € R,
MeS,,

Ptfﬁt - F(t,l‘,’lU,pt,p,M) Z F(tal‘awaﬁtapaM)' (47)

La condition d’ellipticité est évidemment satisfaite dans le cas des Hamiltoniens (4.3)
ou (4.4). La condition de parabolicité est satisfaite dans le cas du probléme d’évolution
(4.1).

Etant donné une fonction w localement borné de O dans R, on définit son envelope
semicontinue supérieure w* : @ — R par :

. !
w*(x) = limsupw(z)
!>z
et son envelope semicontinue inférieure w, par :

we(z) = liminfw(z').

2/ >z
On rappelle que w* (resp. w*) est la plus petite (resp. grande) fonction semiconti-
nue supérieurement (s.c.s) majorant (resp. semicontinue inférieurement (s.c.i) mino-
rant) w sur O. Notons qu'une fonction w localement borné sur O est semicontinue

inférieurement (resp. supérieurement) ssi w = w, (resp. w*) sur O, et qu’elle est conti-
nue sur O ssi w = w, = w* sur O.

Définition 4.1.1 Soit w : O — R localement borné.
(i) On dit que w est une sous-solution (discontinue) de viscosité de (4.5) si on a :

F(z,¢(z),Vo(z), D*¢(z)) < 0,
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en tout point T € O et pour toute fonction ¢ € C?(O) tel que 0 = (w* — ¢)(T) =
m(g,x(w* — ).

(ii) On dit que w est une sursolution (discontinue) de viscosité de (4.5) si on a :

F(z,¢(z),Vo(z), D*p(z)) > 0,

en tout point x € O et pour toute fonction p € C2(O) tel que 0 = (ws — 9)(z) =
n}gin(w* — Q).

(#5i) On dit que w est une solution (discontinue) de viscosité de (4.5) si w est a la fois
soussolution et sursolution de viscosité de (4.1).

Remarque 4.1.1 La définition ci-dessus reste inchangée si le minimum ou maximum
z est local et/ou strict.

Remarque 4.1.2 Si v est une sous-solution (resp. sursolution) de viscosité de (4.5)
alors v* (resp. v,) est une sous-solution s.c.s (resp. sursolution s.c.i) de viscosité de
(4.5).

On vérifie d’abord que la notion de solution de viscosité est cohérente avec la notion
de solution classique.

Proposition 4.1.1 Soit w € C?(0). Alors w est sursolution (resp. sous-solution) de
viscosité de (4.5) si et seulement si w est sursolution (resp. sous-solution) classique de
(4.5).

Preuve. On montre le résultat dans le cas d’EDP paraboliques. Supposons d’abord
que w est sursolution de viscosité de (4.5). Puisque w est réguliére, ¢ = w (= w,) peut
étre choisie comme fonction test. De plus, tout point (¢,2) € [0,T[xO est un minimum
global de w, — ¢ = 0. Donc on a par définition des sursolutions de viscosité :

F(t,2,0(t,2), % (1,2), Vaplt,2), Dp(t,2) > 0

pour tout (¢,z) € [0,T[xO et donc w = ¢ est sursolution classique de (4.5).
Supposons que w est sursolution classique de (4.5). Soit ¢ € C?(0) et (t,z) €
[0, T[xO un minimum global de w, — ¢ = w — ¢. Alors on a :

dw=9) 7z > 0 (=0sii>0)
t

5]

ot -
Vew(t,z) = Vap(t,Z) et D2w(t,z) > D2p(t, 7).
On en déduit par la condition (4.6) et (4.7) :

F(Ea z, 90(7?7 i')a _(Ev'f)’ Vm‘P(Evj)a DgQD(E, :Z'))
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c’est a dire que w est sursolution de viscosité de (4.5).
La propriété de soussolution est prouvée de maniere similaire. O

4.2 Exemple

1) Reprenons 'exemple 3.6.2 du chapitre précédent : b(z,a) = a,a € A =[-1.1],0 =
0, et :
o0

v(z) = inf ; e f(Xy)dt, (4.8)

avec f C%°, paire, décroissante sur R, & support compact. On a calculé directement
v

0+°° e tf(x—t)dt, z<0 (af =-1).

’U(x) — { f0+°° e_tf("'C + t)dt, z>0 (a: = ]_)

On a vu aussi que v'(07) = —v'(07) = pg = f(0) — v(0) > 0.

D’autre part, I’équation de Bellman associée a (4.8) est :
w+ sup [—aw'] = f
a€[—1,1]

ou encore
W' +w = f. (4.9)

Vérifions que la fonction v (non réguliére) calculé directement ci-dessus est bien solution
de viscosité de (4.9).

ler cas. Soit & # 0. Alors v est réguliere C' en z et on a |v'(z)| + v(z) = f(z).
Soit ¢ fonction test C* telle que v — ¢ admette un extrémum en z. Alors v'(z) = ¢/ ()
et donc :

'@ +v(@) = (@) +v@)=f(2)

Ainsi, I'inégalité de sursolution et soussolution est vérifiée en z.
2¢me cas. Soit z = 0. Il n’existe pas de fonction test ¢ C! tel que Z = 0 soit un
minimum de (v — ¢) et donc la condition de sursolution est vide. Soit ¢ C* tel que =
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= 0 soit un maximum de (v — ). Alors on a : —py < ¢’'(0) < pg, d’ott |¢’'(0)] < po.
Par définition de pg, on en déduit que :

' (0)] +0(0) < £(0),

qui est 'inégalité de soussolution.

2) On illustre aussi le fait que la notion de solution de viscosité sélectionne la “bonne”
fonction valeur. Considérons le cas particulier ou f = 0. Alors évidemment v = 0.
L’équation de Bellman s’écrit :

|w'|+w = 0. (4.10)

Considérons la fonction w(z) = —ae™*| qui est C* sauf en 0.

Cette fonction satisfait clairement (4.10) sauf en 0. Que se passe-t-il en z = 07 Il
n’existe pas de fonction test ¢ C! tel que Z = 0 soit un maximum de (v — ¢) et donc
la condition de soussolution est vide. La fonction constante ¢ = —a est C'! et telle que
Z = 0 est un minimum de w — . Or |¢'(0)| + w(0) = —a < 0 et donc la condition de
sursolution n’est pas vérifiée.

4.3 Résultats de comparaison

On dit que I'on a un principe de comparaison fort (pour les solutions discontinues)
pour 'EDP (4.5) si I’énoncé suivant est vrai :

Si v est une sous-solution de viscosité de (4.5) et w est une sursolution de viscosité
de (4.5) tel que v* < w, sur 9O alors

v* < w, sur O.

Dans le cas d’une EDP elliptique (4.5) dans tout 'espace @ = R, on a 00 = { et il
faut rajouter des conditions de croissance a l'infini sur v et w, comme par exemple une
croissance quadratique. De méme, dans le cas d’'une EDP parabolique sur le domaine
O = [0,T[xR™, on a 00 = {T'} x R", et il faudra aussi rajouter des conditions de

croissance a ’'infini sur v et w.
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Remarque 4.3.3 Le principe de comparaison se formule aussi de maniére équivalente :
Si v est une sous-solution s.c.s. de viscosité de (4.5) et w est une sursolution s.c.i. de
viscosité de (4.5) tel que v* < w, sur O alors

v < w surO.

Remarque 4.3.4 Comme pour les principes de comparaison classiques (pour les solu-
tions continues), le principe de comparaison fort permet de comparer une sous-solution
et une sursolution sur tout le domaine & partir de leur comparaison sur le bord du do-
maine. En particulier, ceci prouve 'unicité d’une solution de viscosité a (4.5) étant
donné une condition au bord : v* = v, = g sur 00. En effet, si v et w sont deux
solutions de viscosité de (4.5) avec la méme condition au bord, alors on aura v* <
w, et w* < v, sur O. Comme par construction, on a déja v, < v* et w, < w*, ceci
implique les égalités suivantes :

et donc v = w sur O. On a aussi montré en méme temps que v et w sont continues
sur O. Ainsi, le résultat de comparaison fort est un outil trés puissant qui permet de

montrer en plus qu’une solution & priori discontinue est en fait continue sur O.

On donne ci-dessous quelques exemples de fonctions F' pour lesquels il y a un
principe de comparaison fort. Des résultats généraux avec leurs preuves peuvent étre
trouvées dans Crandall-Ishii et Lions (1992) ou Barles (1995).

e On considere d’abord le cas oi1 O est un ouvert borné de RV .
(1) F(z,w,p, M) = Bw + H(z,p) — 3tr(co’(z)M) avec f > 0, o : O — RV*? Lip-
schitzienne et H : O x RY — R vérifiant les hypotheses suivantes :

(A1) |H(z,p) — H(y,p)| < m(|lz —y|(1 + [p|)), ou m(z) tend vers zéro quand z
tend vers zéro.

(A2) H(z,p) = +oo quand |p| tend vers l'infini, uniformément pour z € O.
(2) F(z,w,p, M) = H(zx,p) avec H : O x RY — R vérifiant (A1), (A2) et les hy-
pothéses supplémentaires :

(A3) H(z,p) est convexe en p, pour tout z € O

(A4) Tl existe une fonction ¢ € C'(0), continue sur O, et § > 0 telle que
H(z,Vyp(z)) < =6 sur O.

e On considére maintenant le cas d’EDP (4.5) sur l'espace entier O = RV dans le
cas elliptique, et O = [0,T[xR", dans le cas parabolique, reliées a des problémes de
controle stochastique.
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(3) F(z,w,p,M) = Bw + Ha(z,w,p, M) ou B > 0 et Hy est défini en (4.4) avec A
compact et sous les hypotheses (3.2) et (3.3) sur b, o et f.

(4) F(t,z,w,pt,p, M) = —py + H1(t,x,p, M) ou H; est défini en (4.3) avec A compact
et sous les hypotheses (3.2) et (3.3) sur b, o et f.

Dans chacun des cas (3) ou (4), il y a un principe de comparaison pour les solutions
de viscosité dans la classe des fonctions a croissance quadratique. En particulier, ceci
prouve 'unicité d’une solution de viscosité continue & croissance quadratique de ’EDP
(4.5) pour F défini en (3) et I'unicité d’une solution de viscosité continue & croissance
quadratique de 'EDP (4.5) avec une condition terminale donnée v,(T',.) = v*(T,.) =
g (& croissance quadratique), pour F' défini en (4).

4.4 De la programmation dynamique aux solutions de vis-
cosité

On revient aux problemes de controle stochastique considérés au chapitre 3. On
considére donc les équations d’Hamilton-Jacobi-Bellman (4.1) et (4.2). Le but de cette
section est d’utiliser la notion de solutions de viscosité pour relacher la condition de
régularité sur la fonction valeur dans les propositions 3.3.1 et 3.3.2, et ainsi établir que
la fonction valeur est solution de viscosité de 'EDP de Bellman associée. Comme dans
la preuve pour le cas régulier, 'argument essentiel est le principe de la programmation
dynamique.

Proposition 4.4.2 1) Horizon fini : Supposons que la fonction valeur v soit locale-
ment bornée sur [0, T[xR™, que la fonction f soit & croissance quadratique (3.19), et
que f(.,.,a) soit continue en (t,x) pour tout a € A. Alors v est une sous-solution de
viscosité de l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman :

O

&@wﬂJﬂ@@Vﬂ@@J&ﬁwn < 0, V(tz) €0, T[xR". (4.11)

2) Horizon infini : Supposons que la fonction valeur v soit localement bornée, que la
fonction f soit a croissance quadratique (3.20), et que f(.,a) soit continue en x pour
tout a € A. Alors pour B > 0 assez grand, v est une sous-solution de viscosité de
U’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman :

Bu(z) + Ho(x,Vu(z), D*v(z)) < 0, Vze R (4.12)

Preuve. On montre le résultat dans le cas d’un horizon fini. Soit (¢,Z) € [0, T[xR"™ et
¢ € C%([0,T],R™) une fonction test tel que :

— (v — V) — *_ , 4.1
0=(v"—9)(7z) (t’x)g%f%[w(v ©)(t, ) (4.13)
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Par définition de v*(%, Z), il existe une suite (¢, Zn,) dans [0, T[XR" telle que
(tmyTm) — (t,z) et v(tm,zm) — v (t,T),
quand m tend vers l'infini. Par continuité de ¢ et (4.13), on a aussi que

Ym = 'U(tma-rm)_so(tma-rm) - 0,

quand m tend vers l'infini.

Soit @ € A, a le contrdle constant égal & a qui est bien dans A(ty,,zm) = A,
d’aprés la remarque 3.1.3. On note Xlmom e processus d’état controlé associé. Soit 7,
le temps d’arrét : T, = inf{s >ty : |Xe™™™ — 2] > n} ol p > 0 est une constante
fixé. Soit (hm,) une suite strictement positive telle que :

hm — 0 et z—m—>0,

m
quand m tend vers l'infini. On applique la premiere partie (3.32) du principe de la
programmation dynamique pour v(t;,, Zm) & Op := T A (b + hin)

Om

V(tm,Tm) < E [ f(s,Xﬁm’xm,a)ds —I—'U(Gm,X;:”L’wm)] ;
tm

Contrairement a la preuve de la proposition 3.3.1, v n’est pas supposée réguliére et

on ne peut appliquer la formule d’It6 & v. En fait, on va utiliser la relation (4.13) qui

implique que v < v* < . On en déduit

Om

tm ,Tm

O(tmsTm) +Ym < FE [ f(s,X;’m’wm,a)ds + 90(9m,X9m z )] .
tm

On applique alors la formule d’Tt6 a (s, X;’m’mm) entre t,, et 0,,, et on obtient aprés

avoir noté comme dans la preuve de la proposition 3.3.1 que le terme d’intégrale sto-

chastique s’annule en espérance :

1 [0
Z—m + E [h_/t (86—(: —,Cago—f) (s,Xgm’wm,a)ds] < 0. (4.14)
m m J iy,

mTm

Par continuité p.s. de la trajectoire X! , on a que pour m suffisamment grand (m

> N(w)), Om(w) = tm + hm, p.s. On en déduit par le théoréme de la moyenne que
. . . , 0y -

la variable aléatoire sous le signe espérance de (4.14) converge p.s. vers —a—(f(t,a_c) -

L%(t,Z) — f(t,%,a) quand m tend vers linfini. De plus, cette variable aléatoire est

bornée par une constante indépendante de m. Par le théoréme de convergence dominée,

on obtient alors en envoyant m vers l'infini dans (4.14) :

——-(,%) = L%(t,%) - f(I,Z,a) < 0,
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et on conclut puisque a € A est arbitraire. O

Pour obtenir I'inégalité inverse de sursolution de I’équation de Bellman, on va uti-
liser la deuxiéme partie du principe de la programmation dynamique et se placer sous
les conditions (3.37) (resp. (3.38)).

Proposition 4.4.3 1) Horizon fini : Supposons que (3.37) soit vérifiée et que la fonc-
tion valeur v soit localement bornée sur [0, T[xR™. Alors v est une sursolution de
viscosité de linéquation variationnelle d’Hamilton-Jacobi- Bellman :

max { = 22(0,2) + (1,2, V5(t.0), D20(0,2), G 1, V(1 2), Do, ) |
> 0, (tz) €0, T[xR". (4.15)

2) Horizon infini : Supposons que (3.38) soit vérifie et que la fonction valeur v soit
localement bornée sur R™. Alors v est une sursolution de viscosité de :

max {Bv(z) + Ha(z, Vv(z), D*v(z)), Go(z, Vu(z), D*v(z))} > 0, z € R'(4.16)

Preuve. On montre le résultat dans le cas d’un horizon infini. Soit z € R” et ¢ €
C?(R") une fonction test tel que :

0= (v ~9)(@) = min(ve—¢)(z). (4.17)

On va prouver le résultat par ’absurde en supposant donc au contraire que
Bo() + Ha(z, Ve(z), D?p(z)) < 0,
et Go(Z,Vo(z), D*p(Z)) < 0.

Alors par continuité de la fonction Go, et celle de Hy sur l'intérieur de son domaine, il
existe 7 > 0 et € > 0 tels que :

Bo(y) + Ha(y, Veo(y), D?¢(y)) < —e,

pour tout y € B(Z,n). Par définition de v,(Z), il existe une suite z,, a valeurs dans
B(z,n) telle que

Tm — T et v(zm) — vi(T),
quand m tend vers U'infini. Par continuité de ¢ et (4.17), on a aussi que
Ym = v(@m) — p(Tm) — 0,
quand m tend vers l'infini. Soit (h,,) une suite strictement positive telle que :

hy — 0 et Z—m—>0,

m
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Alors, d’apres la 2éme partie de la version forte de la programmation dynamique et en
utilisant aussi (4.17), il existe &™ € A(z.,), tel que

Om
olam) + 9+ g 2 B[ s + Pl
0
ou l'on a choisi O, := Ty A by, Ty = Inf{s > 0 : | XTI —x,| > 7'} et 0 <7 <.
Puisque (z,,) tend vers Z, on peut toujours supposer que B(z,,,n") C B(Z,n), de telle
sorte que pour 0 < s < 6, X € B(z,n). Ici X*™ correspond & la diffusion controlée
par @™. Par la formule d’It6 & e P*p(X2?m) entre s = 0 et s = 6, on obtient comme
dans la preuve de la proposition 3.3.2 que le terme d’intégrale stochastique est nul en
espérance, d’ou :

Tm | € 1 bm
0 < IS4k —/ L(X%™, a™)ds| (4.18)
hpm 2 hm Jo

avec

L(z,a) = Ppo(x) - Lo%(x) - f(z,a).

En remarquant que pour 0 < s < @, :

L(X{m, &) < Bo(XJm) + Hay(XTm, V(XTm), D? (X))
S )
on en déduit d’apres (4.18) que
Tm I 1
0 < — - ——FI6 . 4.19
< j2ve (g7, 500) 19

Comme dans la preuve de la proposition (3.3.2), on voit que %E[Hm] tend vers 1
quand m tend vers 'infini. On obtient ainsi la contradiction voulue en faisant tendre
m vers I'infini dans (4.19). O

En combinant les deux propositions précédentes, on obtient le résultat principal de
cette section.

Théoreme 4.4.1 Sous les conditions des propositions 4.4.2 et 4.4.3, la fonction valeur

v est solution de viscosité de l'inéquation variationnelle d’Hamilton-Jacobi-Bellman :
1) Horizon fini :

max { = 200,2) + F1 (1,2, V50(t.0), D20(0,2), G 1, V0(t,2), Do, ) |
= 0, (t,z)e€][0,T[xR". (4.20)
2) Horizon infini :

max {Bv(z) + Ho(z, Vv(z), D*v(z)), Go(z, Vu(z), D*v(z))} = 0, 7 € R*(4.21)
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Ce théoréme combiné avec les résultats de comparaison forts montrent donc que
la fonction valeur v d’un probléme de contrdle stochastique est caractérisée comme
I'unique solution de viscosité (avec des conditions de croissance a I'infini appropriées)
de I’équation de Bellman associée avec une condition terminale v, = v*. La théorie
des solutions de viscosité prouve toute sa puissance, ici en partuculier dans le cadre
des problemes de contrdle stochastique. Elle peut étre utilisée comme une méthode
de vérification ou il “suffira” de résoudre ’équation de Bellman et de déterminer la
condition terminale pour calculer la fonction valeur. On donne une application dans la
section suivante.

4.5 Application : calcul du coiit de surréplication dans un
modele a volatilité incertaine

On considére la diffusion controlée :
dX; = X dWs, t<s<T,

ou le processus de controle (as) est (Fs)-adapté, a valeurs dans A = [g,a], 0 < a <
a < +oo, et E[ ftT |as|2ds] < +oo. Pour éviter les cas triviaux dégénérés, on suppose
a > 0 et a # +o0o. On note par A; I'ensemble de tels processus de controles. Comme
d’habitude, on se rameéne au cas des hypotheses générales en faisant le changement de
variable z € R} — Inz € R. Notons que lorsque z = 0, alors X be =0 pour tout s > t.
En finance, a représente la volatilité incertaine du prix de I'action X. Etant donné une
fonction g s.c.i. & croissance linéaire, représentant le payoff d’une option, on cherche &
calculer son cott de sur-réplication donné par :

o(t,z) = sup E [g(X;I)] . (t,7) €[0,T) x R (4.22)

a€A;

Notons que le processus positif {Xﬁ’w, t < s < T} est une surmartingale pour tout « €
A;. On en déduit qu’il existe C' constante positive telle que :

lo(t,z)] < C(+z), V(t,z)el0,T]xR.

Donc v est aussi & croissance linéaire et est en particulier localement bornée sur [0, T x
R% .
L’Hamiltonien du probléeme de maximisation (4.22) est donné par :
1
H(z,M) = inf {——a2$2M} , (z,M)eR;, xR
a€faal (2

On va distinguer deux cas selon que la volatilité maximale est bornée ou non.

Cas : a < 0.
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Dans ce cas, I'Hamiltonien est fini et continu sur tout (z, M) € R x R, et est donné

par :
Lo 2
H(z,M) = —5a (M)z*M,
avec
a iM >
a(M) = a S.l >0
a siM<O0.

D’apres le théoreme 4.4.1 et en utilisant les résultats de comparaison, on obtient la

caractérisation suivante :

Théoreme 4.5.2 Supposons a < +oo et g continue. Alors v est ['unique solution de
viscosité a croissance linéaire, continue sur [0,T] x R, de I’équation dite de Black-
Scholes-Barenblatt :

ov 1 4, 0% 2&

satisfaisant la condition terminale :
v(T,z) = g(z), z€R]. (4.24)

Preuve. On sait d’apres le théoréme 4.4.1 que v est solution de viscosité de (4.23).
Pour caractériser v, il faut déterminer v, (7, .) et v*(T’,.). Soit € R} quelconque. Soit
(tn, Tr) une suite dans [0, T[xR% telle que :

(tn,zn) — (T,z) et v(ty,zn) — v(T,z),

quand n tend vers I'infini. Soit a € [q,a] et X!™®" la diffusion contrélée associée au
controle constant a. On a donc v(ty, z,) > E[g(X;"’w”)]. Dans la suite C' désigne une
constante positive générique indépendante de n. Comme g est & croissance linéaire, on
a:

2
Elgxp™)| < o+ BIXp™P?)

< O +2%T).

Ainsi la suite {g(X3*™"),n > 1} est borné dans L2, donc est uniformément intégrable.
On en déduit par le théoréme de convergence dominée, la continuité de g et p.s. de Xr
en ses données initiales (¢,z) que

v (T,z) = g(z). (4.25)
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D’autre part, considérons une suite (¢,,%,) dans [0, T[xR% telle que :
(tn,zn) — (T,x) et v(ty,zy) — v (T, x),
quand n tend vers I'infini. Pour tout € > 0, il existe un contrdle &" € A;, tel que :
o(tn,zn) < Elg(Xp™)] +e. (4.26)

. vin, . . 12 iy AT A
Ici Xy™™™ est la diffusion contrdlée associée au contrdle &"”. Comme A est compact
borné par a, on a :

2
Blgxp)| < ca+Bixpp?)

< C(1+ xQe‘_‘ZT).

On obtient donc comme précédemment par le théoréeme de convergence dominée, en
faisant tendre n vers l'infini, puis € vers zéro dans (4.26), et avec (4.25) :

ve(T,z) = v*(T,z) = g(x).

On conclut avec le principe de comparaison fort, en notant aussi qu’on a la continuité
jusqu’en t = T puisque v(T,z) = g(x). O

Remarque 4.5.5 Lorsque a > 0, et g est assez réguliere, il y a existence et unicité
d’une solution réguliere & 'EDP de Black-Scholes-Barenblatt (4.23) avec la condition
de Cauchy (4.24). C’est une conséquence du théoréme 3.4.5 en notant que la condition
d’ellipticité uniforme (3.54) est obtenue apres le changement de variable z — Inz.

Remarque 4.5.6 Si g est convexe, alors la fonction :
w(ta) = EgX")|, (o) € [0,T[xR,
ou {Xﬁ’x,t < s < T} est la solution de 'EDS :
dX, = aX,dW,, t<s<T, X, = =,

est aussi convexe en z. De plus, w est solution réguliere de I’équation de Black-Scholes :

ow 1, ,0%w
—E — §a2$2W = O, (t, .’L') € [O,T[XR?,
2
et satisfait la condition terminale w(7T,z) = g(z). Comme d(W) = @, ceci implique
x

que w est en fait aussi solution de 1’équation (4.23), et donc par unicité que w = v. On
a une remarque analogue lorsque g est concave.
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Cas : a = o0.
Dans ce cas ’'Hamiltonien est donné par :

_1.2.2 i >
Hiz, M) = { sa“r*M st —M >0

—0 si — M <0.

D’apres le théoreme 4.4.1, la fonction v est solution de viscosité de :

o 1, ,0% 0%
in{ —— — —a?r’2—,—=—= % = 0, (tz)€0,T[xR". 4.27
mm{ ot 2% 7 9a2 " 9a? (t,2) € [0, TR, (4.27)
2’U
Ceci prouve en particulier que v est une sursolution de viscosité de ——— > 0 sur
A
[0, T[xR% . Le lemme général suivant montre alors que pour tout ¢ € [0, T, v(t,.) est

: L v : .
sursolution de viscosité de ——— (t,.) > 0 sur R%. C’est une propriété triviale dans le
s

cas de solutions régulieres mais plus délicate & prouver avec la notion plus faible de
solution de viscosité.

Lemme 4.5.2 Soient O; C R" et Oy C R¢ deuz ouverts. Soit v : Q1 X Oy — R une
fonction localement bornée, sursolution s.c.i. de viscosité de :

F(z,y, Vyo(z,y), Dyo(z,y)) > 0, surO1 x Oq,

ot F : 01 x Oy x R x S — R est continue et vérifie la condition d’ellipticité (4.6).
Alors pour tout zg € O1, la fonction v(xg,.) est une sursolution s.c.i. de viscosité de :

F(zy,y, Vyv(aro,y),DZv(:co,y)) > 0, surOs.
Preuve. Soit 2o € Oy fixé, u(y) := v(zo,y) et ¢ € C*(0s), yo € O tel que :
0=(u=9)(yo) < (w—9)y), VyeO2\{y} (4.28)
i.e. yo est un minimum strict de u — ¢ = u, — ¢ (car v est s.c.i). On doit montrer que :

F (20,90, Veo(y0), D’ 0(30)) > 0. (4.29)
Pour cela, considérons la suite de fonctions dans C%(O; x Oy) :
Yn(,y) = @ly) —nlz —zof”.

Soit I; x I un voisinage compact de (zg,yo) dans O; x Oy. La fonction v — 1), étant
s.c., il existe (z,,y,) € I1 X I tel que :

(v~ o) (@nryn) = min (v — ).

I xIs
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Par compacité de I; x Iy, la suite (z,,y,) converge (& une sous-suite prés) vers un
élément (z,y) € I x I. D’apres la définition de 1, et de (z,,yn), on a :

IA

('U - "pn)('xnayn)
(v = ¥n)(z0,%0) = u(yo) — ¢(Yo)-

V(Tn, Yn) — ©(Yn)

IA

En faisant tendre n vers l'infini et puisque v est s.c.i, on obtient :
v(z,9) — ¢(§) < 0(@,7) — @(F) + liminfn|a, — zo|”
n——+oo

< u(yo) — ¢(¥o)-

Ceci implique que T = x( et ensuite que :
(u—0)(¥) = v(zo,y) =) < (v—¥)(Yo)

D’apres (4.28), ceci prouve que § = 7o et donc finalement que

(xnayn) — (x(]ayO)a

quand n tend vers 'infini. De plus, par la propriété de sursolution de viscosité de v,

on a:
0 < F(wn,yn,Vywn(wn,yn),Djiﬁn(wmyn))
= F(xn,yn,Vw(yn),D%(yn)),
et on obtient le résultat voulu (4.29) en faisant tendre n vers l'infini. O

Dans le cas ol1 v est réguliere, on aura aussi que v(t,.) est concave sur R} pour tout
t € [0,T[. Le lemme suivant montre que c’est encore vraie avec la notion de viscosité.

Lemme 4.5.3 Soit O un intervalle ouvert de R et w : O — R une fonction locale-
ment bornée. Alors w est une sursolution s.c.i. de viscosité de —D?*w > 0 sur O si et
seulement si w est concave sur O.

Preuve.

1. Supposons d’abord que w est une sursolution s.c.i. de viscosité de —D?w > 0 sur
0. Soit g < z1 deux points quelconques de . Puisque w est localement bornée, w
est bornée inférieurement sur [y, 1], et on peut donc supposer, quite & ajouter une
constante & w (ce qui ne changera pas la proprété de sursolution de w), que w > 0 sur
[To,71]. On voit alors aisément que w est une sursolution de viscosité de e2w — D?w
> 0 sur (zo,z1) pour tout € > 0. Considérons I’équation :

eu—D*u = 0 sur (zg,z1),
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avec la condition de bord

u(zo) = w(@o)(= w«(2o))
w(zi) = wl@)(= wi(z1))

La solution de ce probléme est réguliére sur [zg, z1] et est clairement donnée par :

w(zo) [65(-761—-73) —1] 4+ w(z1) [es(z—wo) —1]
es(T1—z0) — 1 .

ue(z) =
Par le principe de comparaison, on a w(z) > uc(x) pour tout z € [zg,z1]. En faisant

tendre € vers zéro, on en déduit que :

w(z) —w(ze) o wlw) = wlz)
T — X - 1 — Tg

, Vz € (xo, 1),

ce qui prouve la concavité de w.

2. Supposons réciproquement que w est une fonction concave sur O. Notons en parti-
culier que w est continue sur O. Soit Z € O et ¢ € C%(O) tel que

0= (w-9)E) = minw-g).
Alors pour tout A > 0 assez petit telque T —het T+ h € O, 0on a :

o(Z+ h) + (T — h) — 2¢(Z) S ~w(@+h)+w@—h) - 2w(?)
h2 — h2
> 0.

En faisant tendre h vers zéro, on obtient —D?p(Z) > 0 qui est la propriété de sursolution
requise. O

On note par g™ l’envelope concave de g, i.e. la plus petite fonction concave

majorant g. Notons que puisque g est a croissance linéaire, il en est de méme de g"¢.

On a alors la caractérisation explicite suivante de la fonction v.

Théoréme 4.5.3 Supposons a = +oo et g borné inférieurement. Alors v = w sur

[0, T[xR%. od
w(t,) = B g (X)|, V() € 0,T) xRy, (4.30)
et {Xﬁ’w,t < s < T} est la solution de ’EDS :

dX, = aX,dW,, t<s<T, X; = =
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Preuve.

1. Montrons d’abord que v est s.c.i. sur [0, ] x R% . Soit (¢, z,) une suite de [0, T[xR%
convergeant vers (t,z) € [0,7] x R} . Comme g est s.c.i. et borné inférieurement, et
par la continuité p.s. de erp’w en ses données initiales (¢, z) pour tout contrdle a € A,
on a par le lemme de Fatou :

liminfv(t,,z,) > liminfE[g (X;”’w")]

n—-+00 n—H—oo

> Blg(X7")],

\Y

et donc liminf,,_, o v(ty,z,) > v(t, x).

2. D’apres (4.27) et le lemme 4.5.2, pour tout ¢ € [0,7], v(t,.) est une sursolution de
2

v

viscosité de _ﬁ(t’ .) > 0 sur R’ . D’aprés le lemme 4.5.3, ceci signifie que v(¢,.) est
z

concave sur R, pour tout ¢ € R’ . Autrement dit, pour tout ¢ € R’ , z,y € R},

Tty 1 1
Z 7)) > = - )
v(t, : ) > Solta) + 5u(ty)

En passant a la liminf quand ¢ tend vers 7', on obtient :

1 1
Vx <T7 z ;— y) > E’U*(T’ LE) + E’U*(Ta y)7

ce qui signifie que v, (T, .) est concave sur R, . De plus d’apres la s.c.i. de v sur [0,T] x
R, on a v,(T,z) > v(T,z) = g(x). On en déduit que :

v (T,z) > g¢“"(z), VreR]. (4.31)

3. Soit (¢,z) € [0,T] x R%.. On note Ay le sous ensemble de A; consitué des controles
bornés p.s. sur [¢,T]. On a donc v(t, ) > sup,cy, , E'[g(X;,x)] Réciproquement, étant
donné & € A; quelconque, on pose pour n € N, o™ := &lj43/<, € Agp. On note par Xbe
(resp. X7), t < s < T, le processus de diffusion controlé par & (resp. ). ie. :

N S 1 S
X = gexp ( / Wy = 5 / |au\2du>,
t
X7 T €Xp (/ andW, — /|a"|2du>
t

Alors X7. converge p.s. vers X’%w quand n tend vers I'infini, et par le lemme de Fatou,

on obtient :

sup E[g(X;’z)] > liminf E[g(X7})]

aCAyp - n—>+oo

> Elg(X7")].
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Puisque & € Ay est arbitraire, on a I'inégalité réciproque voulue d’ot :

t,
o(t,z) = sup Elg(Xz")].
OLEAt,b
En remarquant que pour tout « € Ay, le processus X f’m, t < s < T, est une martingale,
on a par 'inégalité de Jensen :

v(t,z) < sup E[gc‘mc(Xéix)]
O{E.At,b

< swp g (BIXE) = g(a). (4.32)
aEAt‘b
Ceci implique en particulier que v*(T,z) < g®"¢(x), et montre avec la relation (4.31)
que la condition terminale pour le probléeme de controle stochastique (4.22) est :

v (T,z) = v (T,x) = g“"(z), z€eR,. (4.33)

conc

4. La fonction g étant continue et & croissance linéaire, on montre par les mémes
arguments que dans la preuve du théoréme 4.5.2, que w donné par (4.30) est continue
en T avec w*(T,z) = w.(T,z) = ¢g°"“(x). Comme cas particulier du théoréme 4.4.1
et par un résultat d’unicité fort, on en déduit que w est I'unique solution de viscosité

a croissance linéaire, continue sur [0,7"] x R’ de ’équation de Black-Scholes :

2
- —sar"— = 0, (t,z) €[0,T[xR}, (4.34)
avec la condition terminale :
w'(T,z) = w(T,z) = g¢g“"(z), z€R]. (4.35)

D’aprés (4.27), v est sursolution s.c.i. de viscosité de (4.34). Comme v et w vérifient la
méme condition terminale, on en déduit par le principe de comparaison fort que :

v > w sur[0,T[xR}. (4.36)

5. La fonction g°°"¢ étant concave, il en est de méme pour la fonction w(t,.). D’apres le
) . . 0?

lemme 4.5.3, ceci implique que w(t,.) est une sursolution de viscosité de —a—qg(t, D) >
x

0 sur R’ pour tout ¢ € [0,T[. A fortiori, on en déduit que w est sursolution de viscosité
de

2
_g_fl;}(t,m) > 0, sur[0,T[xR.
T

En combinant avec (4.34), ceci prouve que w est une solution de viscosité de la méme
équation que v, i.e. :

min{—— — Zd?? S ——} = 0, (t,x) €0, T[xR:. (4.37)
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De plus comme v et w satisfont la méme condition terminale, on peut conclure que v
= w sur [0, T[xR% par un résultat d’unicité fort sur I'inéquation variationnelle (4.37).
On donne ici un argument qui n’utilise pas directement un tel résultat d’unicité fort.
Lorsque ¢ = 0, on a w = g™ > v d’apres (4.32) et donc I’égalité voulue avec (4.36).
Lorsque a > 0, la fonction w est en fait réguliere CH2([0,T[,R%) N C°([0,T] x RY.).
En appliquant alors la formule d’It6 & w(s,Xﬁ’I) pour tout o € A; (aprés avoir
éventuellement localisé pour annuler en espérance le terme d’intégrale stochastique),
on obtient :
T ow 0w

E[gconc(X%w)] — w(t,w) +E |: E(S’X;t,w) + (as)Q(XE,SE)?F(s, ,Xgaw) ds:| .
¢ T

Comme w est concave et ay > a, on en déduit que :

Elg(Xz")] < Elg“"(Xz")]
T dw

< witn)+E|[ Z(s Xt’w)+a2(xt’w)232—w(
: . ot s ) Ta RS ) e

1 X0 ds] = wit,a),

puisque w est solution de (4.34). Ceci étant valide pour tout a € Ay, on conclut que v
< w et finalement :

v = w sur[0,T[xR}.
a

Remarque 4.5.7 Le théoréme précédent montre donc que le coiit de surréplication
dans un modele a volatilité non bornée est égal au prix de Black-Scholes d'un payoff
“concavifié” et pour la volatilité inférieure a. Il n’y a pas de contréle optimal lorsque
a = +oo et leffet de la volatilité maximale non bornée est de concavifier la fonction
valeur de ce probleme de contrble stochastique singulier.

Remarque 4.5.8 On a vu que lorsque ¢ = 0 alors v(t,.) = ¢g°°™¢ pour tout ¢ € [0, 7.
Cette derniere relation est aussi vraie lorsque g est convexe. On sait déja d’apres (4.32)
que v < g€, De plus, par 'inégalité de Jensen, on voit d’apres (4.22) que v(t,x) >
g(z) pour tout (¢,7) € [0,T] xR , et donc par concavité de v(t,.) que v(t,z) > g«"¢(x)
pour tout (¢,z) € [0, T[xRY.
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