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Préface

Le terme “quantification” a ses origines en théorie du signal et de I'information et
était utilisé par les ingénieurs depuis les années 50. Dans ce contexte, la quantification
signifie la discrétisation d’un signal continu par un nombre fini N de codes (ou quan-
tifieurs). Pour permettre une transmission efficiente du signal, il est donc primordial
d’optimiser la location géométrique de ces codes et d’évaluer 'erreur résultante. C’est
le probleme mathématique dit de la quantification optimale : trouver la meilleure ap-
proximation d’une loi de probabilité continue par une loi de probabilité discrete avec
un nombre donné N de points supportant cette loi. D’un point de vue numérique, la
quantification optimale est longtemps restée limitée au cas de signals unidimensionnels
car les procédures d’optimisation, essentiellement déterministes, devenaient trop lourds
en dimension supérieure. Grace a ’évolution et la puissance des ordinateurs permet-
tant une réduction drastique des temps de calcul par les méthodes de Monte-Carlo,
les méthodes de quantification optimale ont été récemment réétudiés dans le domaine
des probabilités numériques et plus particulierement dans les applications en finance
ou intervient naturellement des questions de grande dimension.

Ce cours est une introduction aux méthodes de quantification optimale avec en vue
les applications en finance. On commence par exposer les fondements mathématiques de
la quantification quadratique. On développera ensuite les algorithmes de recherche d’'un
quantifieur optimal et on donnera plusieurs applications en finance : calcul d’options
européennes et d’options américaines. On étudiera aussi le filtrage et les méthodes
d’approximation par quantification, avec comme applications les modeles a volatilité
stochastique.



Chapitre 1

Quantification vectorielle d’une
loi de probabilité

Dans la suite, |.| est la norme euclidienne sur R? et on note (.|.) ou parfois . le produit
scalaire associé. L’intérieur d'une partie A de R? est notée int(A) et son adhérence
Adh(A). On note #A le cardinal d'un ensemble A de R? et 14 la fonction indicatrice de
A. Etant donné un espace de probabilité (€2, 4,P), on note L?(2, P; R?) I’ensemble des
variables aléatoires X & valeurs dans R? telles que E|X|? < 400 et on note | X |2 =
(E|X|2) % On notera aussi Px la loi de probabilité de X et A\; la mesure de Lebesgue de
R%. On note Supp(x) le support topologique d’une mesure x sur R? et Conv(Supp(x))
son enveloppe convexe fermée.

1.1 Mosaique de Voronoi

Soit & = (z1,...,2x) un N-uplet de points z; dans R? qu’on identifiera souvent
avec la grille (partie finie) {z1,...,2y} de N points dans R?. La famille d’ensembles
de R¢ définis par :

Ci(z) = {uE]Rd t|lu— ;| = min |u—xj\}, i=1,...,N,
j=1,..,N

=1,...,

est appelée mosaique (ou diagramme) de Voronoi de x. Les C;(z),i = 1,..., N, sont les
cellules fermées de Voronoi engendrées par x. Ainsi, C;(x) consiste en tous les points
u de R? tels que z; est le plus proche de u parmi les points xj de x; voir figure 1.1.

Il est clair qu’une mosaique de Voronoi couvre R?, i.e.
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FiG. 1.1 — Une mosaique de Voronoi dans R? avec N = 500 points..

et que les cellules de Voronoi C;(z) sont fermées dans R%. On introduit aussi les cellules
ouvertes de Voronoi dans R? :

CY(x) = {ueRd :]u—mi|<min\u—xj]}, i1=1,...,N,

J

qui sont clairement ouvertes dans R? et disjointes deux & deux mais ne couvrent pas
R%. On appelle partition de Voronoi de z toute partition Cy(z), i = 1,..., N, de R?,
ie. UM Ci(x) = R et Ci(x) N Cy(x) = 0 si z; # xj, telle que :

Ci(xr) < Ci(z), i=1,...,N. (1.1)
Notons qu’on a alors aussi
Ci(x) C Ci(x), i=1,...,N. (1.2)
Nous montrons d’abord quelques propriétés intuitives sur les cellules de Voronoi.

Proposition 1.1.1 Les cellules de Voronoi vérifient
(a) Ci(z) et C¢(x) sont converes dans RY.

(b)  int(Cy(x)) = C2x), Adh(C?(x)) = Ci(z), OCy(z) = dC;(z) = HCY(x).
(c)  A(0Ci(z)) = 0.

Preuve. (a) On définit le demi-espace médian entre x; et x; par :
Hij(x) = {u eR? :ju—xz| < |Ju— xj|},
et I'hyperplan séparateur entre x; et x; :

Sij(x) = {uERd :|u—mi|:]u—x]~|}.
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On a donc par définition
Ci(x) = N Hij(x). (1.3)

En notant que par définition de la norme euclidienne, on a
1
Hij(z) = {u eR? : (xl —xjlu— i(xl —i—xj)) > 0} ,

il est clair que H;j(x) est convexe et donc aussi C;(z) d’apres (1.3). De méme, en
écrivant que

Co(x) = Ngja {u eR? :ju—x < |uij|}
1
= Najsta, {uE]Rd : <xi—xj|u—2(xi+xj)) > O},

on a la convexité de C?(x).
(b) Vérifions que pour tout z; # x;, A € ]0,1[ et u € H;j(z), on a

A+ (1— Nz € {vGRd :|U—xi|<|v—xj|}. (1.4)
En effet, posons v = Au + (1 — Ny, ie. v —2; = AMu — 2;). v est dans H;;(x) par
convexité de cet ensemble. Supposons alors par I’absurde que |v — ;| = |v —z;|. Alors,
en utilisant le fait que pour tous vecteurs x # y avec |z| = |y|, on a [(1 — Nz + \y| <

||, on en déduit :

1
lu —z;| = X@—mﬁ—hv—%)

1
= o -z = Mz — i)

_ §|(1 — N —21) + A — ;)]

1
< glv-ail = e -] < fu—agl,

qui est la contradiction voulue.
x D’apres (1.3), on a int(C;(z)) = ﬁ;yzlint(Hij(x)) et donc pour obtenir int(C;(z)) =
C?(x), on doit montrer que pour tout =; # x;

int(H;;(z)) C {u eR? :|u—u=z < \u—xj]}.

Soit u € int(H;;(z)) et € > 0 tel que B(u,e) C H;j(x). Si u = z;, on a trivialement
|u — ;| < |u—z;|. Sinon, on pose t = 1+¢/|u—z;| et w = x; +t(u—z;). Alors on a :

w—ul = |t~ u—(t— Dz = e,

ce qui implique w € H;j(x). Comme u = 1w + (1 — 1)x; avec 1/t < 1, on a d’apres
(1.4) Ju— 24| < |u—xjl.
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* Soit u € Cj(z). Alors d’apres (1.3), u € H;j(x) pour tout j. Considérons la suite
up = (1 —1/n)u + 1/nxz;, n > 1. D’apres (1.4), on a pour tout z; # x;, |up — ;| <
|up, — xjl, i.e. up € C?(x). Comme la suite (uy), converge vers u, ceci prouve que u €
Adh(C?(z)) et donc Ci(z) = Adh(C?(z)).

* La derniere relation de lassertion (a) découle de la définition de la frontiere d’un
ensemble A de R? : A = Adh(A)N(int(A))¢ et des relations précédentes :

0C2(x) = Adh(C?(z)) N (CP ()¢ = Ci(x) Nint(Ci(x)) = AC;(z).

(c) Par définition de la frontiere d’un ensemble et d’apres (b), on a :

)"

oCi(z) = Cy(z)N (int(Ci(z
i(z) N (C7 (x))°
= ij#iSij (JI) N CZ

I
Qi

()

Puisque S;;(z) est un hyperplan de R%, on a A\g(S;j(z)) = 0 et assertion (c) est alors
une conséquence de la relation ci-dessus. |

1.2 Quantification de Voronoi et distorsion optimale

Soit X € L?(Q,P;R?) de loi de probabilité Py, z = (x1,...,zy) un N-uplet dans
R? et Ci(x), i = 1,..., N, une partition de Voronoi de x. On appelle quantifieur de
Voronoi de X, la variable aléatoire X (notée simplement X il n’y a pas d’ambiguité)
a valeurs dans la grille x, définie par :

N
XT = Proj,(X) = Y wile,w(X)
=1

et donc de loi de probabilité discrete Py caractérisée par :

pi = ]P’X(l'z) = P(X:.%'Z') = P(XECZ(Z‘)) = IP’X(CZ-(x)), i=1,...,N.

Autrement dit, X% est la projection selon le plus proche voisin de la variable aléatoire
X sur la grille z. Les p; sont appelés aussi masses des cellules de Voronoi. L’erreur
résultante au carré de quantification quadratique est appelée distorsion (quadratique)
et s’écrit donc par définition d’une partition de Voronoi :

Dx(z) = E|X—X"]

N
— ZE[|X—:U,~\21C¢($)(X)] =E ,_minNyX—xiF

i=1,...,
=1

_ / dy (2, 1) P () (1.5)
R
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ot dy : (RN x R? — R est la distorsion locale définie par :

N

_ . 2 o 2

dne) = pin =i = 3= oo (16)
1=

La distorsion ne dépend que du N-uplet x et de la loi de probabilité Px de X.

Le probleme de la quantification optimale, a N fixé, consiste & minimiser sur les
N-uplets z la distorsion. On dira que X = X*" est un N -quantifieur optimal de X si :
E|X - X|> = inf Dx(x) = DX.

XX = mf DY) = DY
En fait, comme le prouve le résultat suivant, la N-quantification optimale fournit la
meilleure approximation quadratique d’une variable aléatoire (loi de probabilité) par
une variable aléatoire discréte (loi de probabilité discréte) de support & au plus N
points.

Proposition 1.2.2 Pour tout x = (21,...,zy5) € (RHY, on a :
DX(z) = inf {IE]X — Y2 .Y : Q— R mesurable, Y(Q) C {x1,.. .,xN}} (1.7)
et donc

Qﬁ = inf {E|X - Y|2 Y 1 Q — R? mesurable, 1Y () < N} .

Preuve. Soit Y une variable aléatoire quelconque discréte dans R? de support Y (€2)
C {x1,...,zn}. On a alors par définition de la quantification de Voronoi :
X - X2 = min | X — 2 < | X -Y]% ps.
d’ott DX (x) < E|X — Y|? et donc l'inégalité < dans (1.7).
Réciproquement, considérons Y = X7 un quantifieur de Voronoi de X qui est bien
une variable aléatoire discréete de support inclus dans {z1,...,zx}. On a alors :

DX(z) = E[ min |X —z? = E|X —Y?

i=1,..,N
> inf {E|X — Y2 .Y :Q— R? mesurable, Y(Q) C {z1,... ,a:N}} .

O
L’existence et la caractérisation d’un quantifieur optimal requiert I’étude de la
distorsion D= en fonction de z € (R4)¥.

Proposition 1.2.3 La fonction x — D])\g est continue sur (RN et atteint son mi-
nimum. De plus, si fsupp(Px) > N, alors ce minimum est atteint en un N -uplet
(xF,...,zN) tel que 7 € Conv(Supp(Px)) et z} # x; pouri # j, et on aQ‘,fH < Qﬁ
pour 1 < k < N.
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Preuve. La continuité de la distorsion Df\{, est une conséquence immédiate de la conti-
nuité de x = (x1,...,7,) — dy(z,u) = min;—1__y |u — z;]* pour tout u € R?, et du
théoreme de convergence dominée.

Il est clair que si fsupp(Px) < N avec donc supp(Px) = {ﬁc LIk ouk <N,
D atteint son minimum égal & zéro en tout N-uplet z = (x4 TN) avec x; = I
pour ¢ < k.

On suppose donc fsupp(Px) > N et on montre le résultat par récurrence pour D,i(
avec k < N :

Si k = 1, comme la fonction x € R? s DX(x) = E|X — z|? est continue et tend
vers 'infini quand x tend vers 'infini, elle atteint son minimum.

Soit 1 < k < N et supposons qu'il existe z* = (27,...,2}) € (RY)F atteignant
le minimum de D;X. Fixons y € supp(Px)\{z],...,2}} # 0 et considérons le k + 1-
uplet zF+1) = (x%,...,2%,y). Notons alors que la k + 1 cellule ouverte de Voronoi de

2 1) est alors de mesure non nulle pour Py, i.e. PX(Cg+1($(k+l))) # 0., et qu'on a

(+)’

pour tout u dans RY, ming_q . g+1 ‘u - < min;—y,_j|u — x| avec une inégalité

stricte pour u € C’,‘C’H(x(k*l)). On en déduit que

DA = B | i [x - o)

< E{mm | X — ]] = DY,
i=1,....,k

ce qui prouve Qiﬂrl < Di¥. Considérons l'ensemble de (RY)*+1 . Ky = {D/g(+1 <

D,‘fﬂ(w(k*l))}. K1 est fermé par continuité de DkXH. I1 est aussi borné car d’apres

le lemme de Fatou :

lim inf Dty (z) > E[ ( lim inf min | X — x;)?

x=(x1,...,Tk41)—+00 r=(x1,...,xk41)—+00 i=1,....k+1

> DY > D (a*tD).

Ainsi, K, est un compact de (R%)**! dans lequel DkXJrl atteint son minimum qui
est alors évidemment aussi un minimum absolu sur (R?)*+1. De plus, comme Qﬁil <
QkX , un minimum de Diﬂrl a nécessairement toutes ses k + 1 composantes distinctes.
Finalement, en notant par II la projection sur le convexe fermé Conv(Supp(Px)), on
a pour tout z € (RN et u € Supp(Px), |TI(x;) —u| = [(z;) — T (w)| < |2; —u| car II
est 1-Lipschitzienne et done D= ((I(2;)1<i<n) < D (z). Ceci prouve qu’un minimum
de D a ses composantes dans Conv(Supp(Px)). O

On a le résultat suivant de différentiabilité de la fonction de distorsion.

Proposition 1.2.4 (a) La fonction x — D3 est différentiable en tout point x =
(z1,...,2n) € (RYN tel que x; # xj pour i # j et Px(UN,0C;(z)) = 0. De plus,
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son gradient est donné par :

VDX (z) = 2 </C( )(mi - U)Px(du)> . (1.8)

1<i<N

(b) En particulier, si Px est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue,
alors DX est différentiable en tout x = (x1,...,7vy5) € (RN tel que x; # x; pouri #

j etona

arg min DX C {VD% = O}.

(RN
Preuve. Par définition (1.6) de la distorsion locale, pour tout z = (z1,...,2n) €
(RHN tel que z; # x; pour i # j et u ¢ UN ,0C;(z), on a :
ddn
et donc ‘({;l—év(x,u) existe Px (du) p.s. sous la condition Px (UY.,0C;(z)) = 0. De plus,

pour tout z dans un compact K de (RY)Y avec z; # x; pour i # j, on a ag—é\’(agu)‘ <

2(|u| 4 cx) ou cx est une constante dépendant de K. La fonction u — 2(|u|+ck) étant
Px intégrable, on obtient (1.8) d’apres (1.5) et le théoreme de Lebesgue. Finalement,
(b) découle de I’assertion (c) de la proposition 1.1.1 et de la proposition 1.2.3. O

On dit qu'un quantifieur X = X* est stationnaire si le N -uplet x de points associés
satisfait

VDX (z) = 0.

Un quantifieur optimal est donc stationnaire (la réciproque n’étant pas toujours vraie).

On a la propriété utile suivante sur les quantifieurs stationnaires.

Proposition 1.2.5 $i X est un quantifieur stationnaire de X alors on a :

EX|X] = X. (1.9)

Preuve. D’apres (1.8), le N-uplet x = (x1,...,zy) associé a un quantifieur station-
naire X = X7 satisfait :

E[(X —2)le@(X)] = 0, i=1,...,N. (1.10)

Pour toute fonction ¢ Borélienne, bornée sur R%, on a alors :

N
Elp(X)X] = Z Elp(r:) X1¢,(2)(X)]
=1

N
= ZE[SO(%)JTJCZ-(I)(X)} = E[p(X)X],
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ce qui prouve le résultat voulu. O

Examples

1. Soit N = 1. Alors D;¥(x) = E|X — z|? atteint son minimum en z* = E(X) et on a
DY = Var(X).

2. Soit N = 2 et X de loi de probabilité discrete Py = %(50 + 01 + 01). Pour tous
2
0<zi<22<1l,0na:

1
D (z1,m2) = 3

1 2
o+ i (= 3) ““‘”2]
%[2($1—%)2+($2—1)2+%] sixz) + a2 >1
L 42(m-3)"+8]  simtam<i

On obtient donc

. 1 3 1

Pour %! = (1/4,1), on a Cyy(z*!) =] — 00,5/8[ et Ci(x*') = [5/8,00[, d'ont p;’/14
=2/3 et py’! = 1/3. Pour 22 = (0,3/4), on a Cy(z*?) = | — 00,3/8[ et Cy4(z*') =
3/8, 00, dott pi® = 1/3 et p;’/24 =2/3.

3. Soit X de loi uniforme sur [0, 1] : U([0, 1]). La recherche du minimum de la distorsion
D])V( peut se restreindre aux N-uplets z = (z1,...,2x) avec 0 < x1 < 29 < ... < zy <
1. Pour de tels N-uplets, les cellules (fermées) de Voronoi sont :

Cy(z) = ]_00’561%-902]7 Ci(z) = |:$i1+mi7$i +290i+1 9<i<N_1,

2 2

On calcule explicitement le gradient de la distorsion :

oDx 1

N(z) = zb/‘ (1 —u)du = £ (3x1 — w2) (21 + z2),

Oz Cr (2)n0,1] 4

oD% 1 .

- () = 2 (i —u)du = —(22; — (Ti-1 + Ti1)) (@i — @im1), 2SI <N — 1,

Or; Ci(x) 4

oDx 1

() = 2[ (zny —u)du = =(Bzy —2zn-1—2)(2— (xn-1 + zN)).
Ox; O (2)N[0,1] 4
On vérifie alors aisément qu’il y a un unique z* = (z%,...,7%) tel que VDX (z*) =0 :
il est donné par
p— 1
s o= 22l cicn
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Cet unique quantifieur stationnaire est donc aussi 'unique minimum de D])\g . Les ce-
llules fermées de Voronoi associées sont Cy(z*) = ]—o00,1/N], Ci(x*) = [(i—1)/N,i/N],
i=2,...,N—1, et Oy(z*) = [1 — 1/N, 00[. Par symétrie et translation, on calcule

aisément la distorsion minimale :

DY = DX = > [ et~ uProy(wida
i=1 7/ Ci(z")
11
= N lu|?du = =79
[~1/2N,1/2N] 12N
ainsi que les masses des cellules de Voronoi associées p; = Px[Ci(z*)] = 1/N, i =
1,....N.
4. Soit X de loi uniforme sur le cube [0,1]? : U(]0,1]%). Considérons la mosaique de
Voronoi de [0, 1]¢ construite avec les N = k? translations Cj, ..., Cy du cube [0, 1/k]%.
Notons z;, ¢ = 1,..., N, les points centraux de ces cubes, voir figure. La distorsion

associée est

N
DX(z) = Z/C]:n,»—uﬁdu.
i=17Ci

Par translation et hométhie des cubes Cj, on a pour tout ¢ =1,..., N :
Juf?
z; — ul?du = / lul?du = / du.
/c 1 [ e 2 3400 R2H
On obtient donc
1 1 d
Dz)v((ﬂf) = 2 |U\2du = 2 75
Nia Ji-1 1 Ni 12

1.3 Asymptotique de ’erreur de quantification

On s’intéresse dans ce paragraphe au comportement asymptotique de la distorsion
minimale lorsque le nombre de points N tend vers I'infini.

Proposition 1.3.6

lim DY = 0.

Preuve. Soit (x,)pen+ une suite dense dans R? et considérons le N-uplet W) =

(x1,...,2N). Alors la suite de variables aléatoires positives fy = min;—,_n|X — |2
est décroissante et converge p.s. vers 0. On en déduit par le théoreme de convergence
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monotone : DX () = E[fy] — 0 quand N tend vers +oo. Puisque 0 < D% <
D (x™)), on a le résultat voulu. O

La recherche de la vitesse de convergence de la distorsion minimale est un probleme
beaucoup plus difficile. Elle a été résolue en plusieurs étapes par Zador [21], Buckley et
Wise [4] et finalement Graf et Lushgy [10]. Le premier résultat concerne la distorsion
de la loi uniforme sur [0, 1]¢.

Théoréme 1.3.1 Soit X de loi uniforme sur [0,1]¢ : U([0,1]%). Alors

Jg = lim Nﬁgﬁ existe dans |0, +00].
N—+o00
Remarque 1.3.1 D’apres l'exemple 4 du paragraphe précédent, on sait que J; <
d/12. Pour d = 1 et 2, on connait J; = 1/12 et J, = 5/(18y/3). Pour d > 3, la valeur
exacte de Jy est inconnue. On a cependant un équivalent quand d tend vers 'infini :
Jqg ~ d/(2me).

Dans un deuxieme temps, on étend le résultat pour des lois non uniformes. On note
Px = P% + P% la décomposition de Lebesgue de Px par rapport a Ag, i.e. P§ est la
partie absolument continue et P% la partie singuliere. On note dP% /d); la densité de
Radon-Nykodim de P par rapport a A\y. Pour toute fonction borélienne mesurable de
R? dans R et r € ]0, +oc[, on note

T ( / |f’“dxd>’“.

Théoréme 1.3.2 On suppose E|X|?*T¢ < +oo ot e > 0. Alors

P4,

lim NiD¥ = J, =
d

N—+o00

(1.11)

d

d+2

Remarque 1.3.2 Si Py est une mesure purement singuliere par rapport a Ay alors le
théoreme précédent montre que DX = o(N —2/d)_En fait, dans ce cas, la vitesse peut
étre plus rapide. Par exemple, si Px est une mesure discrete alors Q% = 0 des que N
> tsupp(Px). Si fsupp(Px) = N et la transformée de Laplace de X est finie sur tout
R., e.g. la loi de Poisson, alors :

DX < E[ Join 1IX—nIQ] < E[1x>n]X = N+ 1]
n=0,...,N—
< E [IXZN]XIQ} < E [[X\QeaX] e~ N pour tout a > 0,
< 2E [e(o‘H)X] e N = 0(e™*N)  pour tout a > 0.
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Example

Soit X de loi normale N(m, ) sur R? (¥ matrice de variance-covariance). Alors la
formule (1.11) donne

1+4
. 2 x 2 2 1
NLHJIrloo NiDy = 27 (1 + d> (det(X))d Jg.

Projet 1 : Mémoire sur la démonstration du théoreme 1.3.2. Ref : Graf et Lushgy [10].

1.4 Algorithmes de recherche d’un quantifieur optimal de
Voronoi

A cette étape, le probleme est d’obtenir numériquement un quantifieur N-optimal,
i.e. trouver un N-uplet z = (z1,...,zy) € (RY)Y qui minimise la distorsion D<. La
recherche des minima d’une fonction est un probleme classique en analyse. Il est lié au
probleme de la recherche des points & un niveau puisque argmin D])\? C {VD% = 0}.
On va donc en fait chercher les quantifieurs stationnaires i.e. solution de : VDX (z*)
= 0 qui vont nous donner au moins des minimas locaux. Nous examinons dans ce
paragraphe les méthodes de point fixe et celles du gradient.

1.4.1 Meéthode du point fixe de Lloyd (en dimension 1)

L’approche du point fixe de Lloyd est basée sur I’équation (1.10) de stationnarité
d’un quantifieur qui peut se réécrire comme :

1

T, = ———— uPx(du), i=1,...,N.
Px(Ci(2)) /cim x(du)

L’algorihme de Lloyd consiste & définir récursivement une suite (2"),>¢ dans (R%)V
partant d’un point initial z € (R4 :

1

w = B = e

/ uPx(du), i=1,...,N, (1.12)
C’Z(a:”)

L’heuristique de la qualité d’un tel algorithme est donnée par ’argument suivant : en
notant X™ := X*", la relation (1.12) implique X0 = X7 et

X"l = E[X|X"], neN.

D’apres la définition-caractérisation de 1’espérance conditionnelle par rapport a Xn
comme projection orthogonale dans L? sur 'espace L2(o(X™)) des variables aléatoires
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o(X™)-mesurables de carré intégrable, on a :
IX = X", = X —EXIX, = min{|X V]|, ;Y € LX(0(X") }
< |[|X = X", avec égalité si X" = E[X|X™"].

En dimension d = 1, on montre (voir [11]) que lorsque Px admet une densité stric-
tement log-concave (e.g. la distribution normale), alors 'application x — (Fj(x))1<i<n
est une contraction et donc admet un unique point fixe vers lequel la méthode de
Lloyd converge avec une vitesse exponentielle. En dimension d > 2, les résultats de
convergence de la méthode de Lloyd ne sont pas clairement établis dans la littérature.

De plus, lorsque d > 2, 'implémentation de la méthode de Lloyd n’est pas réaliste
car on doit calculer numériquement des intégrales multiples sur des mosaiques de Vo-
ronoi. En fait, 'algorithme de Lloyd ne s’utilise en pratique qu’en dimension d = 1 ou
les mosaiques de Voronoi et le calcul d’intégrale simple sont explicites.

Projet 2 : Démonstration de la convergence de la méthode de Lloyd en dimension 1
et implémentation pour la loi normale.

1.4.2 Méthode du gradient déterministe (en dimension 1)

La méthode du gradient pour la recherche d’un quantifieur stationnaire z*, i.e.
VD% (z*) = 0, est un algorithme qui corrige & chaque pas dans le bon sens, ’ampleur
des corrections diminuant petit & petit. Supposons ainsi que x* est un point attractif,
i.e.

(x —2z*|[VDX(2z)) > 0, Vo#z*e RHY, (1.13)

On considere alors I'algorithme

$0:£U

2" = 2" — 4, VDR (2", (1.14)

ol la suite () des pas est une suite positive telle que >, v, = +oo et > 72 < +o0.
Cet algorithme se présente de fagon générale sous la forme :

.’,12‘0:.21?

2" = 2"~ h(2"), (1.15)

ou h est une fonction continue et la suite (7,,) des pas est une suite positive telle que
Yo Yn=+ooet> 42 < 400. La convergence de cet algorithme peut étre étudiée selon
la technique de Robbins-Monro. C’est 'approche que nous considérons ici. Elle peut
étre aussi approfondie avec la technique de Kushner-Clark, appelée encore méthode
de 'EDO, en étudiant 1’équation différentielle ordinaire dx/dt = —h(x) associée a
I’algorithme.
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Proposition 1.4.7 (Robbins-Monro déterministe)

Soit V' une fonction aumiliaire (dite de Lyapounov) d valeurs positives de classe C*
avec un gradient VV Lipschitzien et telle que : |h|? < Cte(1+V) et (h|VV) > 0. Alors
la suite (V(2™)),, converge et >, Yn|(h|VV)(2z™)] < 400.

La preuve de cette proposition repose sur le lemme suivant :

Lemme 1.4.1 (Robbins-Siegmund déterministe)
Soient (Vy,), (Bn), (Xn) €t (nn) quatre suites positives telles que :

Vot1 < Vn(l‘i'ﬁn)"‘Xn_nm Zﬁn < +00, ZXn < +00.
n n

Alors (V) converge dans Ry et Y n, < +00.

Preuve. On pose a,, = 1/ [[7_1 (14 5k), Vi = an—1Va, Xy = anXn, 1y = iy, de telle
sorte que :

T A
La suite Y;, = V// =37~ (x, —n,) est donc décroissante. De plus, comme In [T7_, (14 5)
=Y 7, In(1+ B) converge quand n tend vers 'infini, alors () converge vers a > 0.
k=1 8 8
La convergence de la série Y x, implique donc celle de >, x/,. La suite décroissante
(Yy,) est donc minorée (par — 3, /) et converge. Notons aussi que S p—| 75 < Yy, +
";1 X} et donc la série & termes positifs ! converge. Ceci implique la convergence
k=1 Xk n'n
de la suite (V) et finalement celle de (V},) et de >, 7n. O

Preuve de la proposition 1.4.7.
Par la formule de Taylor, on a

V(") = V(") + /Ol(VV(t:U" + (1 = t)z" ™). (2" — 2™)dt.

D’apres (1.15) et puisque VV est Lipschitzienne, on a :

V(") < V(@) = m(VV(")h(z")) + Ctela™ ! — 2"
< V(") (14 Cter?) + Cter? — (VY IR)("),
en utilisant ’hypothese |h|? < Cte(1+ V). On conclut avec le lemme 1.4.1. O

Application a I’algorithme du gradient (1.14).

Il y a diverses variations autour du choix des fonctions de Lyapounov pour obtenir des
versions multiples de la convergence de I'algorithme de Robbins-Monro et en particulier
de I'algorithme du gradient (1.14) avec h = VDx.
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x Un premier choix est V(z) = |z —x*|2. Alors VV (z) = 2(z —*). D’apres 'expression
(1.8) de VD<, on a |[VDx(x)|? < Cte(1 + |z|?) de sorte que sous (1.13), les hypotheses
de la proposition 1.4.7 sont vérifiées. On obtient alors que |2 — 2*|? converge vers une
constante § > 0 et la série > v,[(VDx(2")|z™ — 2*)| converge. Si par I'absurde & #
0, alors & partir d’'un certain rang ng, on aurait pour tout n > ng, 0 < §/2 < |2" — 2*|?
<26 et [(VDR(z™)]2" —x*)| > c avec ¢ > 0 d’apres (1.13). Cest en contradiction avec
la divergence de la série ) .

* Un autre choix de fonction de Lyapounov est V(x) = DX Sous la condition que
VDX est Lipschitzienne et |[VD=xX|? < cte(1 + Dx), la proposition 1.4.7 implique que
la suite (D% (z™)),, converge vers D* et la série >, v,|V.Dx (2™)|? converge. Si de plus
DX () converge vers l'infini quand |z| tend vers l'infini, alors en utilisant la méthode
dite de 'EDO (équation différentielle ordinaire), on montre (voir Lemme 3.II1.8 dans
[5]) que 2™ converge vers une composante connexe de {VDx = 0} N {DxX = D*}. En
particulier, si {VDx = 0} = {z*} alors 2" converge vers z*.

Remarque 1.4.3 Les hypotheses ci-dessus requises pour assurer la convergence de la
méthode du gradient ne sont pas vérifiées par la fonction de distorsion. Cependant, il
existe des résultats partiels de convergence dans le cas unidimensionnel ou lorsque le
support de la loi de X est compact, cf [15]. De plus, 'implémentation pratique donne
des résultats satisfaisants (ce qui est souvent le cas dans les méthodes de gradient) et
on peut obtenir des estimations d’erreur de la distorsion (voir paragraphe suivant).

En pratique, la méthode du gradient déterministe est difficilement implémentable
au dela de la dimension d > 2 car le calcul de VDﬁ fait intervenir des intégrales
multiples (sur des cellules de Voronoi). En dimension 1, comme pour la méthode de
Lloyd, les calculs d’intégrales et de cellules de Voronoi sont explicites, et la méthode
du gradient est efficace.

Exemple pour la loi normale unidimensionnelle

Soit X de loi normale A/(0,1). La recherche du minimum de la distorsion Dy peut se
restreindre aux N-uplets z = (z1,...,2N) € RN avec 21 < 9 < ... < xp. Pour de tels
N-uplets, les cellules (fermées) de Voronoi sont Cj(z) = [7;_1/2,T;41/2] o1t on a posé
w12 = (Ti +®i-1)/2, Tip1/2 = (Ti + 2i41)/2 et par convention /5 = —oo (lorsque
i =1) et xyy1/9 = +00 (lorsque i = N). En notant par ¢ la fonction de distribution
de N(0,1), ie. ¢(y) = \/%ffoo e~"*/2du, on calcule explicitement le gradient de la
distorsion :

X
88?;\[ (l') = I [¢($i+1/2) — gf)(SUi,l/Q)]

1 1, 1,
+\/ﬂ exp —§xi+l/2 — exp _ixi—l/Z .
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Projet 3 : Implémenter la méthode du gradient pour la loi normale scalaire et comparer
avec la méthode de Lloyd.

1.4.3 Méthode du gradient stochastique : algorithme de Kohonen

La méthode du gradient stochastique pour la recherche d’un quantifieur stationnaire
est basée sur le fait que le gradient de la distorsion admet une représentation intégrale
par rapport a la loi de probabilité X simulable :

VDX (z) = / Vedy(z,u)Px (du) = E[V.dy(z, Z)],

ol Z est une variable aléatoire de loi de probabilité Px et V,dy : (Rd)N x R4 — R4
est donné d’apres (1.8) par :

1

5Vgch(gc,u) = ((@ — u)lci(m))lgiSN. (1.16)

On considere alors I'algorithme stochastique définissant de fagon récursive la suite de
variables aléatoires (2") dans (R?)" par :

"t = g - %”vde(x", Zn+1), (1.17)
oll la suite (v,) des pas est une suite positive telle que Y, v, = +oo et . 72 < +oo

et la suite (Z,) est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi Px simulable choisie
indépendante de la variable initiale °. On peut réécrire (1.17) sous la forme :

2= g %” (VDX (2") + Vadn (2, Zny1) — VDR (")) .
Les termes Vdn (2", Zp11) — VD (2™), n > 0, ont une espérance conditionnelle nulle
par rapport & FZ = o(z°, 71, ..., Z,) filtration propre engendrée par Z (et z°).

Finalement, on est amené a étudier des algorithmes stochastiques généraux de la
forme :

2" = 2" — (W) + ent), (1.18)

ou h est une fonction continue, la suite (v,) des pas est une suite positive telle que
>, = Fooet Y, 42 < +oo et la suite de variables aléatoires (g,,) vérifie

Elent1|Fn] = 0, neN, (1.19)
ou F, est la filtration engendrée par zg,e1...,en.

Proposition 1.4.8 (Robbins-Monro stochastique)
Soit V' une fonction auwiliaire (dite de Lyapounov) d valeurs positives de classe C*
avec un gradient V'V Lipschitzien et telle que : |h|?> < Cte(1+ V), (h|VV) > 0 et

Ellen1|?|Fn] < Cte(1+V(z™), p.s. ¥n>0. (1.20)

Alors presque strement, la suite (V (™)), converge et Y vn|(h|VV)(z™)| < +o0.
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Comme dans le cas déterministe, la preuve de cette proposition repose sur le lemme

suivant :

Lemme 1.4.2 (Robbins-Siegmund stochastique)
Soient (Vi), Bn), (xn) €t (mn) quatre suites de variables aléatoires positives (Fy)-
adaptées telle que :

E[Vn+1|fn] < Vn(l +/6n) +Xn = M, P-S. Yn >0,

Alors presque surement sur

O = {Zﬂn < 400 et an < —i—oo},

(Vi) converge vers Vo, variable aléatoire positive finie et la série ), n, converge.

Preuve. On pose ay, = 1/ [[7_1 (14 5k), Vi = an—1Va, Xiy = QnXn, 1y = iy, de telle
sorte que :

EVi | Fal < Vi4Xo =1,

La suite Y;, = V. — S.771 (x4 — 1,) est donc une surmartingale. Pour tout m € N*,
on note 7, = inf{n : Y ;_;(x} — ) = m} de sorte que la surmartingale arrétée
(YoAr,, )n est minorée par —m et converge p.s. vers une variable aléatoire finie d’apres
le théoreme de Doob. Donc sur {7, = 400}, (Y;,) converge p.s. vers une limite finie.

De plus, sur Qi, In[[7_, (1 + Bx) = > p_; In(1 + Bx) converge quand n tend vers
l'infini et donc (a,) converge vers a > 0. La convergence de la série ) x, implique
donc celle de )~ x}, sur ;.

Puisque 37~} m < Y, + St X} on en déduit que la série & termes positifs
> M, converge sur 0y N {7, = +oo} et donc aussi (V;,). Ceci implique la convergence
de la suite (V},) et de la série Y, n, sur Q1 N {7, = +oo}. Or sur Oy, la série > X/,
converge et donc il existe m € N* tel que >/ (x}, — n}) < m, i.e. T, = +oo. Ainsi
Q) = UF® 01 N {7y, = +oo} et la proposition est démontrée. O
Preuve de la proposition 1.4.8.

Comme dans la preuve de la proposition 1.4.7, on a par la formule de Taylor, le fait
que VV est Lipschitzienne et 'hypothese |h]? < Cte(1+ V) :

V(:c"“) < V(a") (1 + Cte'yg) — Y (VV|h) (")
+Cteva (L + lens1l®) — 1 (VV (2™)|ensa).

D’apres (1.19) et (1.20), on obtient alors

E[V(z"™)|F,] < V(z") (1+ Cte’yfl) + Ctey? — 7, (VV|R)(z™).
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On conclut avec le lemme 1.4.2. O

Application a l’algorithme du gradient (1.17).

Il y a diverses variations autour du choix des fonctions de Lyapounov pour obtenir
des versions multiples de la convergence de l'algorithme du gradient (1.14) avec h =
VDR et ent1 = 3(Vadn (2", Zny1) — VDR (z")).

* Un premier choix est V(z) = |z —2*|?. Alors VV (x) = 2(z —z*). D’apreés l’expression
(1.8) de VDX et (1.16) de V,dy(z,u), on a

|VD%(:B)2+/\deN(a:,u)|2]P’X(du) < Cte(1—|—|:n|2)

Si on suppose de plus (1.13), alors les hypotheses de la proposition 1.4.8 sont vérifiées.
On obtient alors que |z — x*|? converge p.s. vers une variable aléatoire positive &
et la série Y., vu|(VDx(2™)|z™ — 2*)| converge p.s. Soit w un évenement tel que ces
deux convergences aient lieu. Si par I'absurde 6(w) # 0, alors & partir d’'un certain
rang ng = no(w), on aurait pour tout n > ng, 0 < 6(w)/2 < |z (w) — %> < 25(w) et
(VDX (2 (w))|z™(w) —2*)| > e(w) avec c(w) > 0 d’apres (1.13). C’est en contradiction
avec la divergence de la série ), 7.

x Un autre choix de fonction de Lyapounov est V(z) = Dx. Sous la condition que
VD])\? est Lipschitzienne et

|VD%($)\2+/|V$dN(a:,u)|21P’X(du) < cte(1+ DX(x)),

les hypotheses de la proposition 1.4.8 sont vérifiées et on obtient que la suite (D (z")),
converge p.s. vers D* et la série Y. ~,|VDxX(2")|? converge p.s. Si de plus D ()
converge vers l'infini quand |z| tend vers l'infini, alors en utilisant la méthode dite de
I'EDO (équation différentielle ordinaire), on montre (voir Lemme 3.II1.8 dans [5]) que
2" converge p.s. vers une composante connexe de {VDX = 0} N {DX = D*}. En

particulier, si {VDx = 0} = {2*} alors 2" converge vers =* p.s.

La méthode du gradient stochastique est efficiente en grande dimension d puisqu’elle
ne requiert pas le calcul d’intégrales multiples mais seulement la connaissance de la
fonction locale V, dy(x,u) et la simulation de la loi de probabilité Py :

Description explicite du gradient stochastique pour la distorsion : algo-
rithme de Kohonen

D’apres I'expression (1.16) du gradient de la distorsion locale, I’algorithme du gradient
stochastique (1.17) s’exprime comme :

33@""1 = fE?_’Vn(iU?_Zn+1)1ci(:v")(zn+1)7 i:l,...,N

7

Cette procédure se décompose encore & chaque pas n de fagon explicite selon :
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e PHASE DE COMPETITION : sélectionner I'indice i(n + 1) tel que

VAR Citny1)(@™) e i(n+1)€arg I{HHN |z — Z™H.
i

=1,...,

e PHASE D’APPRENTISSAGE :

n+1
Ly
n+1
i

— Azt = ZMY sid=d(n 4 1)
, sii#i(n+1)

_ n
_ n
x =

Cette procédure en deux phases est connue dans la littérature comme ’algorithme
de Kohonen. D’un point de vue numérique, la principale activté est la phase de
compétition concernant la recherche a chaque étape du plus proche voisin de la nou-
velle variable simulée Z"*!. La phase d’apprentissage est simplement la mise & jour de
la grille " en modifiant la composante sélectionnée par la phase de compétition par
une homothétie avec Z"*! de rapport (1 — ~,).

Estimation des masses des cellules de Voronoi et de la distorsion minimale

Pour déterminer un quantifieur stationnaire X* = X =" on doit obtenir, outre la grille
z* = (x7,...,2}) de son support, les masses Px(C;(z*)), i = 1,..., N, des cellules
de Voronoi associées qui caractérisent sa loi de probabilité. Il est donc important
dans les applications numériques d’avoir une procédure de calcul des caractéristiques
Py (C;(x*)) ainsi que de la distorsion associée D (z*).

* Une premiere approche simple consiste, apres avoir terminé I'algorithme de Kohonen
jusqu’au pas n et enregistré la grille limite z* = z™, a estimer les caractéristiques

voulues par une estimation standard de Monte-Carlo :

n

1 & : 1 .
p? = ElekeCi(x*)7 1 = 1,...,N, et D" = ﬁ Z:IRII}N‘ZIE‘_%;‘(F?
k=1 k=1
ol (Zy)1<k<n est un échantillon i.i.d. de loi Px. Par la loi standard des grands nombres,

on est assuré de la convergence quand n tend vers l'infini d’une telle procédure :
pr — Px(Ci(z*) ps., i=1,...,N, et D" — Dx(z*) p.s.

* Une autre approche plus pertinente et moins couteuse permet d’obtenir une estima-
tion des caractéristiques voulues de fagon simultanée a la procédure de Kohonen :

1 & 1o :
po= ﬁzlzkeci(xkfl) - ﬁzliﬂ(k% i=1...,N,
k=1 k=1

D" = 1 Y min |Z —a:’»c_1]2 = lzn]Z —CCk_1|2
A0 i vt AL T n kT Yitk)
k=1 k=1
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Notons que les p}' et D™ s’expriment aussi de maniere récursive comme :

1 I

Pt = P = g W = Limin), wo= N =L N (12D
1

D™ = D" e (D" = |Zuia = @) P) . D° = 0. (1.22)

Proposition 1.4.9 On suppose Py absolument continue par rapport a \g et E|X|?T¢

< 400 ot e > 0. Alors sur l’événement {x" — x*}, on a
P — Px(Ci(z*)) p.s., i=1,...,N, et D" — DxX(z*) p.s.
Preuve. On consideére une fonction mesurable H : (RY)Y x R — R telle que
|H(z,u)] < Cte|ul?
h(z) = /H(;U,u)IP’X(du) est bornée sur (RY)Y et continue en z*.
Alors les variables aléatoires H(z", Z,,4+1) — h(z™), n > 0, sont centrées, non corrélées

deux & deux, et bornées dans L'T¢/2. La loi forte des grands nombres dans L11¢/2

implique alors que
—Z( =1 Z,) h(xk_l)> — 0 p.s.

quand n tend vers l'infini. De plus avec la continuité de h en z*, on a par le théoreme
de Césaro : 1/n > 7_, h(x*~1) converge p.s. vers h(z*) sur {z" — x*}. On en déduit
que

1 n
—ZH(xkil,Zk) — h(z") p.s. sur {z" — z*}.
n

On applique ce résultat respectivement aux fonctions :

H(z,u) = 1¢,(z)(u) de fonction moyenne h(z) = Px(C;(x)),

H(z,u) = p(x)min;—y,__n|z; — u|? de fonction moyenne h(z) = p(x)Dx(z) ot p est
une fonction continue positive & support compact sur (RH)N et p(z*) = 1. O

Remarque 1.4.4 Au lieu de prendre comme pas 1/n dans le calcul récursif (1.21)-
(1.22) des p!, et D,, on peut prendre le méme pas (7,) que pour Ialgorithme de

Kohonen :
1 .
it = pf = (P — Liciman)s P = & =L N
Dt = pn— Tn+1 (Dn - ’Zn+1 — Ty n+1 ’2) D’ =o.

Projet 4 : Implémenter la quantification optimale de la loi normale sur R%, d > 2, par
I’algorithme de Kohonen.
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1.5 Application a ’intégration numérique et aux options
européennes

L’idée est simplement d’approximer la loi de probabilité Px de la variable aléatoire
X sur R? par la loi de probabilité Py = Z@]\L 1 Pidg; de la variable N-quantifiée X =

X?* & support discret dans la grille z = {z1,...,zx} dans (]Rd)N . Autrement dit, pour
toute fonction f intégrable par rapport & Px, notée f € L'(Px), on approxime

. N
E[f(X)] = / f(WPx(du) par E[f(X)] = / F)Pg(du) = 3 pif ().
=1

L’objectif est d’évaluer la qualité de cette approximation en fonction de la distorsion
et donc d’un point de vue numérique d’avoir acceés au quantifieur optimal z* et aux
masses p; des cellules de Voronoi pour obtenir la meilleure approximation possible.

On a le résultat basique suivant pour les fonctions Lipschitziennes. On note pour
toute fonction f Lipschitzienne sur R? :

[f]lip —  sup |f(y) — f(2)] < oo,

y#z€R4 ’Z/ - Z’

Proposition 1.5.10 Pour tout f € L'(Py) et f Lipschitzienne, on a :

B0 - B < (£, /DE@).
Preuve. 11 suffit simplement d’écrire :
[BLFOO1- B < EIFCO - £(X)]
< [, EIX - X| < [fl,, /DX (),
par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. 0

Remarque 1.5.5 Cette derniére proposition montre que si «* est un N-quantifieur
optimal alors [E[f(X)] —E[f(X*)]| converge vers 0 quand N tend vers Dinfini avec une
vitesse de convergence en 1/N'/4 d’apres le théoreme de Zador.

Lorsque f posséde un peu plus de régularité, la borne d’erreur peut étre améliorée.

Proposition 1.5.11 Pour tout f € L'(Px) telle que f soit de class C' avec Vf
Lipschitzienne et pour tout quantifieur stationnaire X* = X**, on a :

E[f(X)] - E[f(X7)]| < [V/l,DN(").
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Preuve. D’apres la formule de Taylor, on a

1
f(X) = f(X*)+/O VItX* + (1 —1)X).(X — X*)dt

< X+ VX)X = X) + [V, |X - X7

lip
On en déduit que

E|X — X*.

lip

[ELf(X)] ~ E[f(X")] - EVA(X).(X - X)) < [V/]
On conclut en notant que par la propriété de stationnarité (1.9), on a
E [Vf(f(*).(x —X*)} - E [Vf(f(*). (E[X —X*|X*])} = 0.
O

Remarque 1.5.6 Cette derniere proposition montre que si 2* est un N-quantifieur
optimal, on a doublé la vitesse de convergence par rapport au cas de la proposition
1.5.10. Ainsi, |E[f(X)] — E[f(X*)]| converge vers 0 quand N tend vers I'infini avec une
vitesse de convergence en 1/N?/¢ d’apres le théoreme de Zador.

Finalement, on a une propriété intéressante pour l'intégration numérique de fonc-
tions convexes.

Proposition 1.5.12 Pour tout f € L' (Px) telle que f soit conveze et pour tout quan-
tifieur stationnaire X* = X* , on a :

E[f(X")] < E[f(X)].

Preuve. C’est une simple conséquence de la propriété de stationnarité (1.9) et de
I’inégalité de Jensen :

E[f(X")] = E[fEXIX))] < EE[f(X)IXT] = E[f(X)].

|

Remarque 1.5.7 Ceci montre que I'intégration numérique de fonctions convexes avec
un quantifieur stationnaire fournit toujours une borne inférieure a la vraie valeur.
Symétriquement, on a toujours une borne supérieure avec un quantifieur stationnaire
pour les fonctions concaves.
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Remarque 1.5.8 La méthode de quantification peut étre comparée avec la méthode
de Monte-Carlo qui consiste pour approximer E[f(X)] & générer un N-échantillon
X1,...,Xn de copies i.i.d. de loi Px et a calculer

1 N
2 [ (Xk).
k=1

Il est bien connu que par la loi des grands nombres, cette quantité converge p.s. quand
N tend vers linfini vers E[f(X)]. De plus par le théoréme central limite, on a une
vitesse de convergence en 1/N > indépendante de la dimension d.

Projet 5 : Calculer dans le modeéle de Black-Scholes multidimensionnel le put, le
spread-put européen par la méthode de quantification et comparer les résultats avec la
méthode de Monte-Carlo.



Chapitre 2

Quantification d’une chaine de
Markov et applications

Dans ce chapitre, on considere une chaine de Markov (X )o<k<p & valeurs dans R4
de probabilités de transition Py(x,dz’) (de k —1a k), k = 1,...,n, et de distribution
initiale p pour Xj. Notons alors que la distribution jointe de (Xj, ..., X)) est égale a
w(dz0)Py(20,dz1) ... Po(zn—1,dzp).

On s’intéresse a I’approximation par quantification de cette chaine de Markov, i.e.
a P'approximation de la distribution du processus (Xj)o<k<n par la distribution d’un
processus (Xk)ggkgn a valeurs dans un espace d’état fini et prenant en compte la
loi de probabilité du processus. Une approche naive consisterait en la quantification
du vecteur aléatoire (X, ..., X,) dans RY"*1 selon la méthode décrite au chapitre
précédent. Mais d’apres le théoreme de Zador, pour un nombre total de points N dans
la grille temps-espace, on obtiendrait une erreur de quantification de Pordre N—1/nd .
c’est bien évidemment tres lent lorsque n est grand.

On propose une approche basée sur le fait qu’une chaine de Markov est completement
caractérisée par sa distribution initiale et par ses probabilités de transition. L’idée est
alors de quantifier la loi initiale de X et les probabilités conditionnelles de X} sa-
chant Xj;_1. On verra alors que cela conduit a une erreur d’approximation d’ordre
n1+1/d/N1/d_

Dans la suite, on utilise les notations usuelles vf, Pf, vP, PQ pour v mesure, P, Q)
probabilités de transition et f fonction mesurable, i.e.

vf = [s@utdn),  Pra) = [ 1)Pd)
vP(da') = /V(dm)P(m,dm'), PQ(xg,dxs) = /P(a:o,dq:l)Q(ml,dxg).

26
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Pour toute fonction borélienne f de R? dans R, on note

1 £l = swp lF@] [, = sup LD =T
z€R4 Ty |z — |
On définit ’ensemble
BL(RY = {/:RI=R, [ fl < 1et [f], <1}

On dit qu'une probabilité de transition P sur R? est Lipschitzienne de rapport [P]

lip

< 400 si pour toute fonction Lipschitzienne f de rapport [f],, < +oo, on a

lip

[Pf(x) = Pfa)] < [Pl [flle =2, Voo’ eR

2.1 Quantification marginale

2.1.1 Méthode

La méthode de quantification marginale consiste dans une premiere étape a quanti-
fier vectoriellement les marginales de la chaine de Markov. Précisément, a chaque date
k=0,...,n,on se donne une grille x;, = (:L‘,lg, . ,a:jkv’“) de N}, points dans R? & laquelle
est associée une partition de Voronoi C;(zk), i = 1,..., Nx. On considere alors pour
tout k le quantifieur de Voronoi de Xj, sur la grille zy :

Ny,

=1
Notons que ’application projection n’étant pas injective, le processus (X 1) construit
ainsi ne conserve pas la propriété de Markov de (X} ). On définit cependant des matrices

de probabilité de transition b, = (pzj), k =1,...,n, de facon canonique a partir des
X}, par :
, . L , B9
p;cj = P[Xk:xfc’kalzm;lgfl] = p%k , i=1,..., Nk, j=1,..., Ny,
-1
ol
Y= PUXe Xion) = (o ahoy)] = Pl(Xk, Xiot) € Cjan) % Cilapo)

Pi;—l = P[Xk—l = 132»—1] = P[Xy_1 € Ci(z-1)]-

sont les masses des cellules de Voronoi du couple (Xy_1, Xg) (resp. Xg—1). On définit
aussi la loi de probabilité discrete fi (de poids aif, i = 1,...,Np) de X, quantifieur de
Voronoi de X de loi p :

~

= ph = P[Xo=uxi] = P[Xy € Ci(xg)], i=1,...,No.
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On approxime alors la loi puP; ... P, de (Xp,...,X,) par la loi discrete ,&pl ... P,
La qualité de cette approximation est estimée en fonction des erreurs de quantification
a chaque date et mesurée comme suit : on introduit I’ensemble

St = {6: @Y™ SR (0, m) = folz0).- falza) ot fi € BLiR?)

et on fait 'hypothese que les probabilités de transitions P de la chaine de Markov
(X)) sont Lipchitziennes. On pose alors

Pl,, = max [P]

lip k=1,..n lip

Nous discuterons plus tard cette hypothese (voir paragraphe 2.1.2).

Afin de mettre clairement en évidence les techniques de preuve utilisées, nous com-
mencons par regarder 'erreur d’approximation d’une probabilité de transition Py par
Py & la date k.

Proposition 2.1.1 Pour tout ¢ Lipschitzienne sur R?, on a

HPk+1¢(Xk) — Pr16(Xy) X — Xi

’XkJrl — Xgt1

, < [Pk?+1]Lip[¢]Lip

+[¢lLi,

2 2

Preuve. On écrit

IN

HPquﬁ(Xk) — Pry10(Xk)

| Pesro(x) — B [ Penoxi) X |

- HE [PkJrl(Zs(Xk)‘Xk} = Pei19(Xy)
— I+ I

2

2

Par définition-caractérisation de 'espérance conditionnelle dans L?, on a

< [Pk+1]Lip [¢]Lip Xi — Xk

2

)
2

L < HPkm(Xk)—PH@(Xk)

d’apres la condition de Lipschitz sur Pjy4;. D’autre part, on a

I

HE [E[¢(Xk+l)‘Xk”Xk} -E [¢<Xk+1)‘ Xk]
HE [¢(Xk+1)! Xk] —E [¢(Xk+1)’ Xk}

”¢(Xk+1) - ¢(Xk+1) < [¢]Lip

2

2

Xir1 — Xpp1

IN

)

2 2

ou on a utilisé dans la deuxieme égalité le fait que X, est o(X)-mesurable, et dans la
premiére inégalité la propriété de L2-contraction de l'espérance conditionnelle (ici par
rapport a Xj). On obtient ainsi la relation voulue. O

Plus généralement, on a ’erreur d’approximation suivante de uP; . .. P, par ﬂpl ... B,
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Théoréme 2.1.1 Pour tout ¢ € SffH on a

. . i P? -1 .
N N [ < e —
(wPr. Po—ibr. . Py) 0| < Z<1+ 1 >||Xk K Il
avec la convention (u™ —1)/(u —1) = m quand u = 1.

Preuve. Pour tout ¢ = fy... f, € Sff 41, on introduit les fonctions measurables pour
kE=1,...,nsur R? (resp. sur la grille z3) par :

v(z) = fk(z)/fk-‘rl(zk—&-l)--'fn(zn)Pk-&-l(Zade—l—l)"-Pn(zn1ad2n)7

'ﬁk(z) = fk(z) /fk+1(zk+1) s fn(zn)pk+1(27 d2k+1) s Pn(zn—lvdzn)a

avec la convention que pour k = n, v, = 0, = f,. Notons alors que ces fonctions
s’écrivent sous forme récursive par :

vp(2) = fe(2)Prrrves1(2) = fie(2)E[vps1(Xpi1)[ Xp = 2] (2.1)

A~ ~

0k(2) = fu(2)Peratrir(z) = fr(2)E[0rpr(Xern) | Xp = 2], (2.2)
pour k =1,...,n— 1 et que

(uPl...Pn—ﬂﬁl...Pn>¢ - E[vo(Xo)—f}o(Xo)}.

On va montrer alors le résultat par induction sur Hvk (Xp) — 0p(X3)
2

Etape 1. On a clairement ||vg||.. < 1. De plus, d’apres (2.1), on a :

A

[Uk]up = [fk]lip + [Pk-‘rlvk‘-i-l]zip
< 1+ [P]lip [Uk+1]lip'

Puisque [v,],,, < 1, on obtient par induction :

n P nfk:Jrl -1
bl < SR - S 23

pour tous k = 0,...,n.

Etape 2. D’apres (2.1)-(2.2), on peut écrire :

Hvk(Xk) — O (Xg)

< Hvkm)—E[vk(Xk)\Xk]

2 2

+ HE [(fk(Xk) - fk(Xk)> Pk+lvk+1(Xk)‘ Xk} 2

- HE [fk(Xk) (Pk+1vk+1(Xk) - Pk+1@k+1(Xk)) ) Xk] ]
= I + I +1Is. 24)
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Par la définition méme de ’espérance conditionnelle, on a :

I < Hvk(Xk)_Uk(Xk) X, — X

S [fuk} lip

2

2

Comme I'espérance conditionnelle (ici par rapport & X;) est une L2-contraction et vy 1
est bornée par 1, on a :

I < ||£(X0) - (X))

< HXk - X
2

2

Puisque X}, est o(X})-measurable et en rappelant que f; est bornée par 1, on a :

Is < Hvk+1(Xk+1)—f1k+1(Xk+1)

2

En substituant ces estimations de I, Is et I3 dans (2.4), on a

Hvkz(Xk) — O (X)

< (1 ) | X0 - X

+ Hvk+1(Xk+1) — O 1(Xpy1)
2

2 2

(X)) — 0 (Xn)

Comme ’

2

, une récurrence immédiate donne :
2

H’Uk(Zk) —0(Zi)|| < Zn: (14 [vil,,,) HXI - X

1 2

On obtient le résultat voulu en prenant £ = 0 et en substituant I'estimation (2.3). O

2.1.2 Exemple

Un exemple courant de chaine de Markov est donné par la dynamique :
Xiy1 = F(Xg,er41), k=0,...,n—1.

ou (e ) est une suite de variables i.i.d. centrée et de carré intégrable (e.g. un bruit blanc
gaussien standard) indépendant de Xy et F est une fonction mesurable correspondant
au schéma d’Euler de pas 6 = T'/n d’une diffusion sur [0, 7] :

F(z,e) = x+b(x)d+o(x)Vie.

Notons P = P, k = 0,...,n, la probabilité de transition de cette chaine de Markov
homogene. Le résultat suivant montre la propriété de Lipschitz de P.

Proposition 2.1.2 Supposons que les coefficients b et o soient Lipschitziens sur R%,

Alors il existe une constante notée [F)|,. telle que

lip
[P]lip S [F}lip

1F(2,e1) = F(a',e)]l, < [F]

< 1+cd, (2.5)
|z —2/|, V2’ € R? (2.6)

lip

ol ¢ est une constante (dépendant de T, [b],, , [0],,, Ele1|*) mais indépendante de .
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Preuve. Pour tous z,2’, on a

|F(z,e1) — F(z',e))[” = |z — 2|2 + b(z) — b(2")?6% + |o(z) — o(a’)[?0?
(= 2').(b(z) = (@) + (@ — ).0(2) — o(a'))Viey
+ (b(z) = b(a")).(o(x) — o(a’))6% 1.

Sous la condition de Lipschitz sur b, o et puisque Ele1] = 0, E[|e1]?] < 400, on en
déduit que

E|F(z,e1) — F(«',e))]? < |o— 221 + ¢d)

d’ou (2.6) avec [F],, < 1+cd. Finalement, en notant que pour toute fonction mesurable
fsur RY on a Pf(z) = E[f(F(z,e1))], on en déduit [P],, < [F],, O

ip lip

2.1.3 Quantification optimale

L’estimation d’erreur obtenue dans le théoreme 2.1.1 est valable pour n’importe
quelle grille x; & chaque date k. Pour minimiser cette borne d’erreur sur I’approxima-
tion de la loi de (Xo, ..., Xy), on va chercher & minimiser a chaque date k l’erreur de
quantification, i.e. appliquer la quantification optimale a chaque marginale Xj. Cette
phase d’optimisation a chaque date k est menée selon la méthode décrite au chapitre
précédent. Un cas particulierement intéressant pour les calculs est lorsque le processus
X est stationnaire et donc chaque marginale Xy, est identiquement distribuée. En effet
dans ce cas une seule procédure d’optimisation pour Xy est requise. Sinon de fagon
générale, les phases d’optimisation (sélection + apprentissage) de 'algorithme de Ko-
honen a chaque date k peuvent se conduire indépendamment des lors qu’on a simulé
un échantillon de (Xo,...,X,). Les probabilités de transition pz;j sont estimées par
estimation de Monte-Carlo des probabilités jointes ﬁ,ij et marginales p};_l.

D’apres le théoreme de Zador, pour une quantification optimale de chaque mar-
ginale X}, et avec un nombre total de points N a répartir entre les n + 1 dates k =

0,...,n, on obtient dans le cas typique de I’exemple 2.1.2 un taux de convergence de
I’ordre :

nl+l/d

Nl/d~

2.2 Application a I’arrét optimal et aux options américaines

On note 7,, 'ensemble des temps d’arréts par rapport a la filtration (Fj) engendrée
par (Xj) a valeurs dans T = {0,...,n}. Pour simplifier, on suppose que Fy est trivial,
i.e. Xg = xg est déterministe et donc connu a la date 0. Etant donné une fonction
mesurable f sur T x R?, on considere le probleme d’arrét optimal & horizon fini n :

UU = Ssup E[f(T7 XT)]
T€TH
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Ce probleme est motivé en finance par le calcul d’options américaines (en fait ici
bermudéennes car les dates d’exercice de 'options sont discretes). Dans ce cas, (X), k
=0,...,n, représente le processus de prix d’une action aux dates t; = kd, ou § > 0 est
le délai entre deux dates possibles d’exercice d’une option de flux g(X%), r est le taux
d’intérét et f(k,z) = e " g(x). Dans le cas d'un modele & volatilité stochastique, (Xj)
peut représenter aussi le couple prix-volatilité. Par exemple, (X}) est la discrétisation
par schéma d’Euler de pas ¢ d’un modele de diffusion pour le couple prix-volatilité
(voir exemple 2.1.2).

On va adopter la méthode de la programmation dynamique pour calculer Uy. On
introduit l’enveloppe de Snell de (f(k, Xi)) :

Uy, = ess sup E[f(r,X;)|Fx], k=0,...,n,
Te??c,n

ou 7 ,, désigne 'ensemble des temps d’arréts a valeurs dans {k,...,n}. Uy est donc en
finance le prix de 'option bermudéenne a la date k. Le principe de la programmation
dynamique stipule que U s’exprime sous forme récursive par :

Uy, = f(n7Xn)
Uk = max(f(k,Xk),E[UkH\}"k]), k:O,...,n—l.

Ceci signifie qu’a chaque date k, on a le choix entre arréter le processus et recevoir
comme gain f(k, Xj) ou continuer et recevoir comme gain espéré E[Uy1|F]. De plus,
par la propriété de Markov de (X} ), pour toute date k, il existe une fonction mesurable
vy, sur R? telle que

U = vui(Xg).

On doit donc calculer la suite de fonctions (vg) qui s’exprime par le principe de la

programmation dynamique sous forme récursive comme :

vp(z) = f(n,z), VoeR?
ve(e) = max(f(k,z), Elopp1(Xpp1)| X = a]), Vo eRY k=0,...,n—1.

On est donc ramené a un calcul successif d’espérances conditionnelles faisant intervenir
les probabilités de transitions des Xj.

Nous allons approximer les Uy, par une quantification marginale de (X}) telle que
décrite au paragraphe précédent. Pour chaque k£ = 0,...,n, on note par X} le quan-
tifieur de Voronoi de X} sur une grille x = (w,lﬁ, el xév’“) associée a une partition de
Voronoi Cj(x), i = 1,..., Nx. Notons qu’a la date k = 0, puisque X est supposé
déterministe égal a xg, on choisit évidemment Ny = 1 et Xo = x¢. On approxime alors
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la suite de fonctions (vg) par la suite de fonctions (vy) ou vy défini sur la grille zj se
calcule explicitement de fagon récursive par :

Un(x) = f(n,x) Vx €z,
Op(z) = max (f(k,:v) s Elops1 (Xpg1)| X = ;1:]) , Veexg, k=0,...,n—1,

Ceci s’écrit encore algorithmiquement comme :

tp(zl) = f(n,2l) i=1,...,N,
3 . Nk+1 .. .
@k@@ = 1mnax f(k;’lﬂjc) ) Z p?+1@k+1(x-]7€+1) ) L= 1) s 7Nk‘7 k= 07 cees— ]-a
j=1

ou ﬁk = (pg) est la matrice de probabilité de transition de X k—1 A Xk Ceci conduit a
une approximation des Uy par

U, = f)k(Xk), k=0,...,n.

On obtient alors I'estimation d’erreur suivante. On fait I'hypothese que pour tout
k, les fonctions fy := f(k,.) sont Lipschiztiennes et on pose

[f]lip = ki%?‘}in[fk]up

On suppose aussi que les probabilités de transition Py de la chaine de Markov sont

Lipschitziennes.
Théoréme 2.2.2 Pour tout k =0,...,n, on a
. no[pPItt g N
U0l < [, S 2w~ HX - X; ‘
H F F 2 [f]hpjgk [P]lip -1 / ! 2

Preuve. Le schéma de la preuve est similaire a celui du théoreme 2.1.1.
Etape 1. D’apres ’expression récursive de vy, on a :

[Uk‘]up < [fk]zip + [Pk+1vk+1]lip
< [f]lip + [P]zip [Uk"l_l]lip'

Puisque [v,],,, < [f],;,, on obtient par induction :

n [P]n—k—l-l -1

[vk]lip < [f]lip Z[P]Zp_l = [f]lip [lpiz]ji_lv k=0,....,n (2'7)

1=k lip
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Etape 2. D’apres l'expression récursive de vy et en utilisant I'inégalité triviale | max(a, b)—
max(a’, V)| < max(Ja —d’|,|b—V']), on a

HUk_Uk o= Hvk(Xk)—@k(Xk) )
< ka(Xk)_fk(Xk) . + HPk+1vk+1(Xk)—Pk+1@k+1(Xk) .
< [fly | Xk — Xi 2+HPk+10k+1(Xk)—E[Pk+1vk+1(Xk)|Xk] )
+ |[B[Pravr 1 (Xe) | Xn) = Prpadnr (Xi) )
< [l 1% — X 2+“Pk+1vk+1(Xk)—Pk+1vk+1(f(k) 2
+ || Okr1 (Kig1) = Bgr (K1) X

ou on a utilisé dans la derniere inégalité la définition méme de ’espérance conditionnelle
et la loi des espérances conditionnelles itérées avec le fait que Xy, est o(X})-mesurable.
On obtient alors

IN

HUk_Uk

([f]lip + [P]lip [Uk‘—i-l]zip) HXk - Xk

+ HUk—l—l — Upsa
2

2 2

A

, une induction directe donne :

Puisque )
2

< [flip

2

o= ], < 30 W+ Pl - 5]

1=

avec la convention que [vp4+1],,, = 0. En substituant (2.7) dans cette inégalité, on a

lip
Pestimation voulue. O

Remarque 2.2.1 D’apres le théoreme de Zador, pour une quantification optimale
de chaque marginale X, et avec un nombre total de points N a répartir entre les
n+ 1 dates £k = 0,...,n, on obtient dans le cas typique de I'’exemple 2.1.2 un taux de
convergence de l'ordre :

n1+1/d
Nl/d -

Projet 6. Calculer dans un modele a volatilité stochastique le prix du Put américain.



Chapitre 3

Filtrage et quantification

Le filtrage consiste a estimer I’état d’un systéme dynamique (évoluant au cours du
temps) a partir d’observations bruitées. Formellement, on a un signal (Xj), k& > 0, qui
représente un systeme qu’on cherche a estimer ou a prédire : typiquement, X peut étre
I’évolution de la température, d’'un véhicule (avion, sous-marin ...) ou encore en finance
la volatilité d’un actif risqué, et ’aléa du signal est di aux incertitudes du modele. On
dispose alors d’une suite d’observations (Y%), k > 0, obtenues & partir d’informations
partielles et bruitées du signal. Ce sont typiquement les capteurs sensoriels de détection
du véhicule ou encore en finance le prix de l’actif risqué. Le bruit des observations
représente les incertitudes du modele comme les erreurs d’observation. L’objectif est
de calculer :

- la loi de X,, sachant Yj,...,Y,, : c’est le filtrage

- la loi de X,, sachant Yj,...,Y, 1 : c’est la prédiction.

Nous étudions d’abord le cas dit du filtre linéaire, i.e. lorsque le couple signal /ob-
servation forme un suite de variables gaussiennes, et pour lequel la résolution du filtre
est explicite, et nous servira de test pour les illustrations numériques. Nous considérons
ensuite le cas général, dit du filtre non linéaire qui conduit & des équations d’état en
dimension infinie. On utilisera alors les méthodes de quantification pour approximer
numériquement le filtre.

3.1 Filtrage linéaire

3.1.1 Rappel sur les variables gaussiennes

Les variables aléatoires gaussiennes et les systeémes linéaires gaussiens jouent un
role important dans la modélisation et le traitement du signal. Par exemple, d’apres le
théoreme central limite, la distribution gaussienne est universelle en ce sens que tout
phénomene résultant de 'accumulation d’un grand nombre de petits aléas indépendants

35
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suit approximativement une loi gaussienne. Ceci explique en partie que les variables
aléatoires gaussiennes sont 'un des modeles stochastiques fondamentaux. Ces distri-
butions offrent aussi I’avantage d’étre caractérisées uniquement par deux parametres :
la moyenne et la matrice de covariance.

Un vecteur aléatoire Z = (Z1,..., Z%) de dimension d sur (2, F,P) est dit gaussien
si toute combinaison linéaire des composantes du vecteur X est une variable aléatoire
réelle gaussienne (normale), i.e. pour tout u € RY u.Z est gaussien. On note Z ~
N (1, %) ot m = E(Z) est la moyenne de Z et 3 sa matrice (symétrique-positive) de
covariance :

% = El(Z'-E(Z')(Z - E(Z%))).

Sa fonction caractéristique est
w.Z . 1
Oy(u) = E[e"™?] = exp zu.m—iu.Zu .

Si la matrice X est inversible, la loi de Z admet une densité :

z) = ;ex —lz—m._lz—m .
P = e (3G ms e

Soit Z = (X,Y) un vecteur gaussien de dimension p 4 ¢ de matrice de covariance :

YX Y

by by
Y = <2X EXY ), (avec ¥y, = X ).

X et Y sont indépendants ssi X, = 0. On a aussi la propriété fondamentale qui nous
servira plus tard sur la loi conditionnelle.

Proposition 3.1.1 Si la matrice ¥, est inversible, alors la loi de X sachant Y est
gaussienne de moyenne (linéaire en'Y')

EX|Y] = EX]+2,,2 (Y —E[Y)),

Xy Hy
et de matrice de covariance (indépendante de Y')
S = E[X-EX[Y)X -EX|Y])] = Sy —5,,5,'S, .
Preuve. On note m, = E[X], m, = E[Y], X(y) le candidat pour E[X|Y = y] :
X(y) = my +Z,5 y—m,y),

et R celui pour Y

R = %, -%.,% % .

XY vy
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On va montrer que la fonction caractéristique ® xy—, de laloi conditionnelle de X
sachant Y = y est égale a

- 1
exp <iu.X(y) — 2u.Ru> ,

i.e. c’est la loi gaussienne de moyenne X (y) et de matrice de covariance R. Pour cela,

on note que ® est caractérisée par :

XY=y
Dy (u,v) = E [eiu.X+iv.Y] - F [eiv.YE [ei“'X| Y]]
- /eiv.yq)XY—y(u)pY(y)dy'

D’autre part, on vérifie aisément en substituant les expressions de X (y) et R, et les
expressions de la fonction caractéristique de Y et (X,Y) que

. N 1
/e“"y exp <qu(y) — 2u.Ru> py (¥)dy

1 1
= exp (iu.mx +ww.m, — QU.EX’LL — UV — QU.EYU>
= &, (u,v).

Par injectivité de la transformée de Fourier, ceci prouve que

LB 1
@X\Y:y (u) = exp <ZUX(ZJ) — 2U.Ru> .

3.1.2 Filtre de Kalman-Bucy

Le modele linéaire gaussien pour le couple signal-observation est défini par :

X, = AX, |+ Be,
Y, = CXn"'nna

ou A, B et C sont des matrices constantes de dimensions appropriées.

On suppose que (Xo,e,n) sont des variables indépendantes gaussiennes. Les bruits
gaussiens &,, 1,, n > 0 sont centrées, et on note X5 et ;) leurs matrices de covariance,
supposées inversibles. La moyenne et la variance de la variable gaussienne X est notée
mo et Eé( .

On note par II,, la loi du filtre et II celle de la prédiction :

I, (dx) P(X, € dz|Yo,...,Yn)
[ (dz) = P(X, € de|Yo,..., Y 1).

n
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Notons que 'espace vectoriel engendré par (X, ..., X,,Yp,...,Y,) est égal & celui
engendré par (Xo, o, .- .,&n, N0, ) qui est gaussien par hypotheése. On en déduit que
IT,, et 11, sont des lois gaussiennes :

M

n

I, (dz) = N(X,,
I, (dz) = N(X,,

n

M

S

)

de moyennes et variances conditionnelles notées :

X, = E[Xo|Yo,.... Y], 5o = E[(Xy — X0)(Xn — X0)]
X = E[Xu|Yo,.... Vo], 55 = E[(Xn— X)) (Xn— X))

n n n

Nous allons montrer que le calcul de ces moyennes et variances conditionnelles peut
étre mené explicitement de maniere inductive selon deux étapes :
e Une étape de correction/mise a jour

()~ (%)

qui utilise la nouvelle observation Y, de la date n,
e Une étape de prédiction

qui utilise la transition du signal de la date n a n + 1.
Partant d’une condition initiale donnée par X(; = my, ia = Eg( , on a donc un
calcul explicite du filtre (et de la prédiction), appelé filtre de Kalman-Bucy.

Etape de correction/mise a jour :

Notons que puisque les vecteurs (X, Yo,...,Y,—1) et (Yo,...,Y,) sont gaussiens, il en
est de méme de X,; et de la variable

Yo = E[Y,|Yo,...,Y._i].

n

On en déduit aussi que le couple de vecteurs
(Xnyi/n) = (Xn - X,;, Y, — Yn_)

est gaussien centré, avec une loi gaussienne conditionnelle caractérisée d’apres la pro-
position 3.1.1 par :
-~ e
E[X,|Y,] = Egn{,n E?n Y, (3.1)

E (Xn _E[Xn’i/n])()zn _E[Xn|yn])/ = X, —-X DINED) (3'2)

Xn Xn¥n Yn YnXn '
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Par définition, on a

». = S (3.3)

>
3
S

De plus, notons que Y,” = E(CX,, +7,|Y0,...,Yn 1) = CX, et Y, = CX, + M- On
a donc
o = EXYn) = 2. (3.4)
L, = C%,C'+3.

Yn

D’autre part, puisque pour toute fonction mesurable ¢ :

E[Xngo(Yo,...,Yn,l)} = E[(X, - EXu|Yo,.... Y1) (Yo, ..., Yu 1)] = 0,

alors X,, et (Yo, ..., Y,_1) sont des variables gaussiennes noncorrelés, et donc indépendantes.
On en déduit

E [Xn\yo, Y Yn} - E [Xn\yo, Y f/n} — E[X.|V,).

On a alors

X, = X, +E[X, - X, |Yo,....Y,] = X, +E[X,[Y})]

= X, +%,C0C%, 0+ Ny, -CX,),

avec (3.1) et en notant que Y, =CX, +e, =Y, — CX,, . En écrivant

X,-X, = X,—- X, - (Xn—-X,) = X, —E[X,|V,],
et en utilisant (3.2)-(3.3)-(3.4)-(3.5), on obtient
Y, = %, -2 0(Cs,C+xnTies,.
On résume les résultats ci-dessus en écrivant les relations de correction/mise a jour :

n = X. 4+ K,(Y,—CX;) (3.6)

w = [[-K,C|S;,

M <

ou K, est la matrice dite de gain :
K, = %,0(C%, 0" +xm~ L (3.8)
Etape de prédiction :

Cette étape est plus simple que la précédente car elle ne dépend plus des observations.
On écrit

X ) = EXou|Yo,...,Ys] = AE[X,[Y,...,Y,] = AX,.
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On a alors aussi

i;wrl = [ n+1l — n+1)(Xn+1 - X;H)/]
= [ —|— Bgn)(A(Xn — Xn) + Ben)'}
= AY nA' + BZ;B'.

Les relations de prédiction s’écrivent donc :

X, = AX, (3.9)
Soq = AS, A"+ BYSB. (3.10)

Remarque 3.1.1 Les suites (X)) et (X,) ne dépendent pas des observations (Y,). Ils
peuvent donc étre pré-calculées.

Exemple
Considérons I’exemple d’un modele unidimensionnel signal/observation :

Xn = aXp1+en
Yo = cXpn+mn,

avec Xo, €n, Ny 1.1.d. ~ N(0,1) et a,c € R.
Ona X; =0,%; =1 et donc d’apres (3.6)-(3.7) et (3.8) : Ko = S - T et

Xo = X(;—FKQ(}/O—CXJ) = KyYy, 20 = (1_CKO)26 =

A la date n, on a par définition de la matrice de gain K, D’apres I'étape

2En+1
de prédiction (3.10), on a ¥, = a?%,,_1 + 1. D’autre part, avec 1’étape de correction
3 5 S \s-— 52 _
(3.7),on a3, = (1—cK,)X, = <1 — CQCZ +1) X, = e n/c. On a donc ¢,
= a?K,_1 + ¢, d’ot1 la relation de récurrence sur la matrice de gain :
’K
i -

c(a?Kp—1+c¢)+1

En combinant (3.6) et (3.9), on a finalement

Xn = aanl‘FKn(Yn_caanl)a XO = KoY,
- K,
X, = —.

C
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3.2 Filtrage non linéaire

3.2.1 Description du modele

Dans la suite, toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace de proba-
bilité (£2, F,P). On se place dans le cadre ou le couple signal/observation (X, Y5 )n>0
défini sur I'espace mesurable produit (£ x R?), avec (E, ) un espace mesurable, satis-
fait :

e (X,)n est une chaine de Markov de probabilité de transition P, de n — 1 a n, i.e. :

]P)[Xn S dx’|X0, c. 7Xn71] = P[Xn € diL'/|Xn,1],
P.(z,d2") = P[X, € d2'| X1 = 7],

et de loi initiale pg
e la suite (Y},), vérifie 'hypothese de canal sans mémoire, i.e.

* conditionnellement aux états cachés Xy, ..., X, les observations Yy, ...,Y, sont
mutuellement indépendantes

* la loi conditionnelle de Y,, sachant Xy, ..., X,, ne dépend que de X,,, avec une
probabilité d’émission a densité (par rapport a la mesure de Lebesgue sur RY) :

PlY, € dy|X, =12"] = gu(a,y)dy.
La fonction z — g,(x,Y,,) est appelée fonction de vraisemblance.

Posons X, = (Xo,---,Xn), Yjo,n] = (Y0,...,Yn). La loi jointe de X, est :

P [Xjon € dujon] = po(dzo) || Pe(zr-1,dzy)
k=0

D’apres la formule de Bayes et ’hypothese de canal sans mémoire, la loi jointe du
couple (Xjg n}, Y]o,n)) €st
P [X(o,n] € dzpon)s Yo € dYjo,n]
= P [Yon € 4y Xo.m = 2jo,01] P [Xjon) € dpo,n]

n
= P[Xpom € dzpom] [T or(on, v)dys. (3.11)
k=0
En intégrant par rapport aux variables = (g, ..., x,), on obtient la loi jointe des

observations Y|g ) :

P [Yon € dyjon] = /E/EP [X[0.n] € d[g ] Hgk($k,yk)dyk
k=0

= E [H gk:(Xkayk)] dy[o,n] (3.12)

k=0



FILTRAGE ET QUANTIFICATION 42

Autrement dit, (Yp,...,Y,) admet pour densité :

y=(Y0,---sYn) — m(y) = E

11 gk(Xk,yk)] :

k=0

Remarque 3.2.2 Notons que (X,,,Y,,) est une chaine de Markov. En effet, on a par
la formule de Bayes et 'hypothese de canal sans mémoire :

P [Xn € dn, Yn € dyn|X(0n—1) = Tjon—1]; Yon—1] = y[O,n—l]]

P [Xjo,n) € (0,0, Yo,n) € dYjon]
P [X(0,0-1] € d%(0,n-1], Yo,—1] € dYjo,n-1]]

P [Yjo,n) € dyjo,n) Xjo,n) = Tpo,n)] P [Xjon) € dzon]

P [Yjo,n-1) € dYjo.n—1) 1 X[0,0-1) = Z(o,0—1]] P [X[o,0-1] € [0 1]
[T 9% (ks yi)dyr o (dao) [ T—g Pr(xr—1, dxy)
170 9k (. yi)dyrpo(dwo) 17—y Pe(wr—1, dzy)
= gn(Tn, Yn)dynPp(Tpn_1,dx,).

La probabilité de transition de la chaine de Markov (X,,,Y,,) est donc donnée par :

Qn((z,y),d2'dy’) = Py(z,da’)gn(2,y")dy’

et sa loi initiale est vy(dzxdy) = po(dz)go(x,y).

Exemple. Le cadre typique d’un tel schéma signal/observation est donné par le
systeme :

X, = Fn(anlasn)a n > 17 XO ~ o
Yn = Gn(Xnynn)y n > 07
ou F,, G, sont des fonctions mesurables, et (¢,)n>1, (7n)n>0 sont des bruits blancs,

indépendants entre eux et indépendants de Xy. Dans ce cas, (X,)n>0 est une chaine
de Markov de probabilité de transition P, donnée par :

P,f(x) = E[f(F.(z,e,))], pour toute fonction mesurable bornée f.

De plus, comme 1, . . ., , sont mutuellement indépendants et indépendants de Xg, ..., X,
I’hypotheése de canal sans mémoire pour les observations est satisfaite. En supposant
que pour tout z, la variable aléatoire G, (x,n,) admet une densité, notée g,(z,y), on

a

PlY, € dy|X,, = z] = P[Gn(z,m,) € dy] = gn(x,y)dy.
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Par exemple, si G,, est de la forme :
Gn(l‘,n) = hn(ﬂf) + 1,
et si 1, admet une densité notée k,, alors on a

In(2,y) = kn(y — hn(2)).

Un autre exemple est le cas en finance ou (X,,) représente le rendement et/ou la
volatilité non observable d’un actif risqué S observable. La dynamique du prix est
donnée par :

Spi1 = Snexp [<b(Xn) - 202()(”)) 5+ U(Xn)\/gnn} ,

obtenue par exemple par discrétisation selon un schéma d’Euler de pas § d’'un modele a
volatilité stochastique. En posant Y,,4+1 = In(S,,/Sn—1), on a le modele d’observation :

Y, = b(X.)0+ 0 (X,) Vo,

ot on a posé b = b — o2 /2. Si n, est un bruit blanc gaussien centré réduit, alors la loi
de Y, sachant X,, = x admet pour densité :

o (v~ b(z)5)?
gn@:vy) = me){p <_W) .

3.2.2 Equation du filtre

Dans la suite, on fixera les observations a (Yp,...,Ys) = (Yo,--.,¥yn) et pour sim-
plifier les notations, on supprimera les indices y. On notera g,(x) = gn(x, yn).
On note par II,, la loi du filtre et II celle de la prédiction :

Hn(d$) ]P)(Xn S d:E‘YU = Yo, --- ,Yn = yn)
I, (dx) = P(X,€dz|Yo=yo0,--,Yn-1=Yn—1)

n

D’apres 'expression (3.11) de la loi jointe (X[g ), Yjo,n)) €t celle (3.12) de la loi de Y]q ),
on obtient par la formule de Bayes :

[Tr—o r(xr) P [Xjon) € dajo ]
E [[Tp—o 9% (X&)]

Autrement dit, pour toute fonction test ¢ bornée mesurable sur E™, on a :

E[p(Xos-- - Xn) [Tieo 95(Xk)]
E [TTi=o 91 (Xw)] '

P [X{o.] € d2fo Yo = Y0, - -, Yn = Y]]

Elp(Xo, .., Xn)[Yo = w0, ..., Yo =yn)] =
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En particulier, pour une fonction test ¢ ne dépendant que de x,, on a :

e = Elp(Xa)lYo=1y0,-Yn = Yl
E [p(Xn) [Te—o 9k(Xk)] _ Ty
E TTr—o 9x(Xk)] Tl

ou 7, est la mesure positive, appelée filtre non normalisé, définie par :

e = E [‘P(Xn) Hgk(Xk)] -
k=0

De manieére similaire, on a
H;(p = E[ ( )’YO:y()a"'?Yn—l:yn—l)]

E e TS a(X0] oy
[Hk_é gk(Xk)} ol

ou 7, est la mesure positive, appelée filtre prédictif non normalisé, définie par :

Nous allons montrer qu’on peut obtenir une équation récurrente exprimant II, en
fonction de II,,_1. Pour cela, il suffit d’'une équation récurrente sur m, en fonction de
Tn—1, puis de normaliser. On note P(F) I'ensemble des mesures de probabilités sur F
et M(FE) l'ensemble des mesures positives sur E.

Théoréme 3.2.1 La suite (II,,) dans P(E) vérifie l’équation de récurrence en deux
étapes, partant de linitialisation Iy = pg -
e Etape de prédiction :

I,y — H7_L = anlpna

ot par définition 1,1 P,(dx’) = [ H,—1(dx)Py(z,dz’) est Uaction du noyau de pro-
babilité de transition P, de Xn sur 11,1,
e FEtape de correction/mise a jour :
gnll, gl
Jpgn(@)y (da')  (gnlln)1

qui pondére la mesure IL;, par la fonction de vraisemblance gy, : (gn11,, ) (dz")

I, — I, =

n

gn(x")IT;; (dz").
(E) :

De maniére équivalente, (I1,,) est solution du systéme dynamique dans P

II _ anlHn _ anlHn
" Sz M1 Hy (da') (IT,,_1 Hy)1
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ou H,, est le noyau de prédiction-correction :
Hy(z,d2") = gu(2")Pu(z,d2)
agissant sur la mesure 1,1 par : 1,,_1Hy,(dx') = fE I0,,—1 (do) Hy(x, dz’).

Preuve. Etape correction : II,, en fonction de II ;.

On a pour toute fonction test ¢ :

n n—1
e = E SD(Xn) H gk(Xk)] =E @(Xn)gn(Xn) H gk(Xk)
k=0 k=0

= T, P0n = GnTp P,
ou la derniere égalité exprime simplement le fait que
movie = [ ea@)m @) = [ o@)@m) ) = g

On a donc

Par normalisation, on obtient

Tn InTy _ gnlly,

Tl Tn Gn 1% gn

Etape prédiction : 11, en fonction de II,,—1.

Par la propriété de Markov de (X,,), on a

n—1

k=0

B n—1
oo = E w(Xn)Hgk(Xk)] = IE[IE
k=0

X[o,n—ﬂ”

n—1
= E|E [¢(Xn)| X[0,n-1]] Hgkm)] = E[E[so(xn)\xnluﬂgk<xk>]

L k=0 k=0
B n—1

= E Pn‘P(Xn—l)Hgk(Xk)] = Mn-1(Prp) = (Tn-1Pn)e,
L k=0

ol la derniere égalité exprime simplement, comme conséquence de Fubini, le fait que :

maPag) = [ Papdamiatan) = [ ([ ot)Putedr)) moatin)

- /E</E7rn_1(dx)Pn(x,dx/)> o(a") = /Ewn_1Pn(dx’)s0(x’)
= (m_1Ppn)e.
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On a donc :

m, = Tp-1Pn.

Finalement, pour la normalisation, en remarquant que

n—1
1 = E Hgk(m] = o1l
k=0
on a
_ T, Tn-1Pp
n, = =2 == = I, 1P,.
" T 1 Tp—11 nolin

a

L’équation du filtre a été obtenue simplement par utilisation de la propriété de
Markov et de la formule de Bayes. C’est une équation non linéaire (a cause de ’étape
de normalisation) a valeurs dans P(FE) et il est en général impossible de la résoudre
explicitement, sauf dans des cas particuliers de modeles linéaires gaussiens, ou elle se
ramene a un systeme en dimension finie 2 : les équations du filtre de Kalman-Bucy.
Il faut donc avoir recours a des méthodes numériques et on présente ci-dessous une
approximation par quantification.

Exercice. Montrer que dans le cas de modeles linéaires gaussiens décrits au paragraphe
3.1.2, I"équation de prédiction/correction du théoreme 3.2.1 permet de retrouver les
équations explicites du filtre de Kalman-Bucy.

3.2.3 Approximation par quantification

On se place dans le cas ot Pespace d’états du signal E = R? est continu. L’idée
basique est d’approximer 1’équation d’évolution du filtre en dimension infinie dans
P(R?), par une équation d’évolution en dimension finie grace & une quantification de
la chaine de Markov du signal. On procede selon les étapes suivantes :

Etape de quantification marginale de (X})

C’est la méthode décrite au chapitre précédent. A chaque date k = 0,...,n, on se
donne une grille x; = (.CL‘]lC, e ,a:,iv’“) de Nj points dans R? & laquelle est associée une
partition de Voronoi C;(xy), i = 1,..., Nx. On considere alors pour tout k le quantifieur

de Voronoi de X}, sur la grille zy, :
N

Xk = Projxk(Xk) = Zxﬁchz(xk)(Xk)
=1

On définit la loi de probabilité discréte iy (de poids i, i = 1,...,Np) de X0 :

fh = ph = P[Xo=xl] = P[Xg € Ci(xg)], i=1,...,No.
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et les matrices de probabilité de transition P, = (pzj), k=1,...,n:
pl = IP’[Xk = a:ﬂf(k_l = 1:2,_1] t=1,...,Np_1, 7=1,...,Ng.
Ces poids u%, pzj sont estimés par simulation de Monte-Carlo X, k =0, ..., n, ou bien

simultanément dans ’algorithme de Kohonen.

Etape d’approximation du filtre
On rappelle que les observations sont fixées a (Yp,...,Yn) = (vo,...,yn). Le filtre I
et le prédicteur II,, sont approximés par les mesures de probabilité discrete I, et ﬂ,;
de support xp, et définis par les équations d’évolution en dimension finie :

o Initialisation

Iy = o
e Prédiction
M = [Py k=1,
e Correction
m, = ﬂ k>1,
(g1l )1

Les étapes de prédiction-correction s’écrivent aussi sous forme :

. 1, H
Hk - #, 2 ].,
(Ig—1Hj)1

ou Hy = (H ,ij ) est la matrice de transition :
H;J = gk(xi);ﬁg, i=1,....,Np_1, j=1,..., Ng.

Autrement dit, les poids (ﬂ}c), i =1,...,Ng, de II) se calculent explicitement de
maniere inductive, pour £k = 1,...,n, selon :
I = ), i=1,...,Ng
Ni_1 i Frij
T D R S k=1 i=1,...,N,
k Ny, Nkflf‘[i ﬁij’ =L...,n ,)=1..., Vg
Zj:l > e Wy Hy

D’un point de vue pratique, la procédure d’implémentation algorithmique ci-dessus

se décompose comme suit :
Phase de calculs off-line : Quantification optimale du signal. Notons que cette
phase ne dépend pas des observations et requiert de :
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- spécifier la taille Ny des grilles xj pour k = 0,...,n, étant donné un nombre total de
points N = Ng + ...+ N,.

- implémenter les grilles optimales (par 1’algorithme de Kohonen) et les poids de tran-
sition associés (ﬁg)

Un cas spécial : signal stationnaire. Dans ce cadre usuel de modele de filtrage ou la
distribution de X}, est la méme a toute date k, on a seulement besoin de calculer la grille
optimale 2* = {z!,..., 2} de la loi stationnaire yo de X, de taille N = N/(n + 1).
Alors, zp, = x2*, k = 0,...,n, sont les grilles optimales pour chaque Xj. On estime la
probabilité fig de Xy = Proj,.(Xo), et on estime une seule matrice de probabilité de
transition :

=g = PR =XV =4, 0<ij<N,

ou X'ék) suit la loi de Xy. D’un point de vue numérique, la taille des parametres a
stocker est divisée par un facteur n, ou de maniere équivalente, la taille de la grille de
quantification optimale pour Xy peut étre multipliée par n.

Phase de calculs on-line : étant donné un jeu d’observations y = (yo,...,Yn), On
calcule les matrices quantifiées de prédiction-correction (Hy), k = 1,...,n, puis les
filtres quantifiées (ﬂk), k =0,...,n. Pour toute fonction test ¢, on calcule alors :

Np,
Mo = Y o),
i=1
Cette phase de calcul est instantanée.

Nous analysons a présent ’erreur et la convergence du filtre approximé par quan-
tification.

Nous imposons essentiellement deux types de conditions sur le modele de signal-
observation. Nous supposons une condition de Lipschitz sur les probabilités de transi-
tion du signal :

(A1) Les probabilités de transition Py, k =1, ..., n, sont Lipschitz de ratio [Pg]
i.e. pour toute fonction Lipschitzienne ¢ sur R?, de ratio [¢]

Lip?
Lip? on a :

et on pose [P]Lip = malxkil,...,n[P]f}Lip'

On suppose aussi une condition de Lipschitz sur les fonctions de vraisemblance :
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(i)  Les fonctions gx, k =1,...,n, sont bornées
et on pose  |[|g|l = maxp—1,.n gkl
(A2) (43) Tl existe [gi],,,, k= 1,...,n, tels que Yz, € R? ye RY

lgk(2, y) — gk(2,y)| < [gk]Lip‘x_jj‘?

et on pose  [g],,, = maxg=1_. n[9k|.,,-

On obtient alors la borne d’erreur suivante pour ’approximation du filtre par quan-
tification.

Théoréme 3.2.2 Sous (A1) and (A2), étant donnée une observation (Yy,...,Yy) =
(Y0s---+Yn), ON @ :

n

gl A
< = ZAn,kHXk’ _Xk||27 (313)

sup | — I,p| <

¢€BL1(R?)

ot Y (y) est la densité de (Yo, ..., Yn) eny = (Yo,---,Yn) *

1T Qk(Xkayk)]

k=0

W(y) = E

et

= n—k [g]Lip [P]Z;,kJrl -1
A = 2 ([P]Lip + ol BT )

Lip

Preuve. FEtape 1 : représentation backward du filtre. On considere le filtre non norma-
lisé (7) dont I’équation d’évolution forward est :

T = Mo, Tk = ﬂ_klekv k= 17"'7”7
d’ol
iy
11, = et T = pwoHi...Hy,
Tl

De cette expression symétrique, on introduit les noyaux de transition donnés par les
équations backward :

Rn:Ida Rk = Hk+le+17 k:07"'7n_17
de telle sorte que

T = polRo-
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De maniere similaire, le filtre quantifié s’exprime sous forme backward par :
1L, = A—nl, avec T, = ﬂoéo
et

Rn = Id, Rk = ﬁk+1Rk+1, k= 0,...,77,— 1.

Etape 2 : approximation d’erreur du filtre non normalisé. On écrit pour toute fonction
test ¢ € BL1(RY),

Tap — el = |HoRow — fokog| = |E[Rop(Xo)] — E [fioe(X0)]|

< HROSO(XO) — Rop(Xo)

2

Comme pour 'analyse d’erreur des options américaines, 1’idée est alors, a partir de la
formule backward de Ry, et Ry, d’obtenir une estimation de Hnga(Xk) — ngp(Xk)“
2

. Précisément, en posant uy =
2

Ry, u = ]:Ekgo, et en notant par définition de Ry et Hj que

en fonction des erreurs de quantification HXk — Xk

up, = Hppiugrr = Pry1(Gre1tes), (3.14)

A~

U, = Hpptger = Prp1(Gr1Gr41),
on a :

Huk(Xk) - ﬂk(f(k)”?

“Pk+1(§k+1Uk+1)(Xk) — Pe1 (Grrtir) (Xp)

2

< B (X0 — B[ Pea @) (X0 £ ||
+ HE [Pkﬂ(?lkﬂulcﬂ)(Xk)\ Xk] — Por1(Grr1inr1) (Xi) ,
< HPkH(QkHukH)(Xk) — Proy1(Gra1tag1) (Xi) .
+ H(§k+1Uk+1)(Xk+1) — (G2 41) (Ker1) g
S [P]Lip [§k+luk+1]up Xj, — X , + [Q]LipHUkHHoo HXk+1 - Xk—i—l ,

Nl Jnst (Xirn) = dnsa(Xin)

2

On a utilisé pour 'avant derniére inégalité, la définition méme de I’espérance condition-
nelle dans L? pour le premier terme, et le fait que X est o(X})-mesurable, combinée
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avec la loi des espérances conditionnelles itérées pour le deuxieme terme. On a uti-
lisé les conditions (A1) et (A2) pour la derniére inégalité. On a donc l'inégalité de
récurrence

Huk(Xk) — an(X)

2

< ag HXk — Xy

+ Brt1 HXk—H — X1
2 2

gl [ (Kisn) = nsa(Ksn)

)
2

avec ag = [P], [Gk+1Uk+1] 150 Okr1 = [9] 1, luk+1]l , et la relation terminale [Juy, (X;,)—

n(Xa)ls < |

n|| . Par induction, on en déduit
2

Z Ci(p HXk — X

[T — Fnp| < Huo Xo) — iip(Xo) . (3.15)
2

avec Ci(p) = |lg]l* " awllgllc + Bk), k =0,...,n, et la convention oy, = 1 et By = 0.
Dautre part, puisque tn = @, avee |gll.. < 1, et Juile < gl lupsll. dapres
(3.14), on en déduit

lurlle < llgllZ ™.
De méme, d’apres (3.14), on a
[uk]up < [P]Lip[§k+1uk+1]Lip < [P]Lip (HgHoo[uk-i-l]Lip + ’|uk+1|’oo|:g]Lip)
< [Pl lunst], + [P, [0 L2t

A

Par induction, puisque [u,],,, < 1, on en déduit :

il < (Pl llglle)™ ™" + [os, gl 12
On a donc B < [g],,, gl e
ap = [P]Lip[gk+luk+1]Lip < [P]Lip (Hg"m[uk-ﬁ-l]up +llukialllg ]L"p)

< ([Pl llglle)™ " + [g],, gl 12

En substituant ay et 3 dans Ci(), on obtient pour tout ¢ € BL;(R?) :

Cr(p)

IN

k:
lgll™ [P12F + g1, llgl™ 12

[P ’f“ —1
= lgllZ, <[P]Qip’“+ 9, | [1;]”’ - ) : (3.16)

Lip

191l
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Etape 3 : retour au filtre normalisé. 11 suffit d’écrire que pour tout ¢ € BL;(RY) :

A e T
HnSO - Hn()o = nf - AHSO’
T, Tl
’7n¢_ﬁn()0‘ ~ 1 1
< |En¥ ™ "nfl =
= 1 el T
< |t — Tne| n |7l — 71|
- Tl Tl
<

)
2

3l + 1) X - K
" k=0

d’apres (3.15). On conclut en se rappelant que 7,1 = 7, (y) est la densité de (Yo, ..., Yy)
et en utilisant la majoration (3.16) de Ci(¢p). O

Remarque 3.2.3 Convergence du filtre quantifié. Si les grilles sont choisies optimale-
ment a chaque date k& = 0,...,n, alors d’apres le théoreme de Zador, on a le taux de
convergence pour le filtre quantifié :

n

. aql|™ 1
sup | — I, @] < lgll ZAn,k C(Px,,d)—. (3.17)
$EBL1(RY) M) = N

En conséquence :

- Etant donné un nombre total de points N, on peut répartir optimalement le
nombre de points Ni pour chaque date k, i.e. déterminer (N, ..., Ni) vérifiant Ny +
...+ N, = N et minimisant le terme de droite de (3.17).

- Pour un horizon fixé n, on a la convergence du filtre quantifié, i.e. II,, converge

A~

vers II,, lorsque ming<y<, Ni tend vers 'infini.

- Lorsque n tend vers l'infini, la convergence du filtre quantifié est aussi satisfaite
typiquement dans le cas d’un schéma d’Euler issue d’une diffusion discrétisée sur [0, 7]
de pas T'/n :

T T
X1 = Xp+ b(Xk)E + o (Xk)y/ —Cht-
En effet, sous des conditions de Lipschitz sur les coefficients b et o, on a vu que :

c
pour une constante ¢ indépendante de n. Dans ce cas, en répartissant simplement Ny,
= N = N/(n+1) points sur chaque grille de temps, la relation (3.17) donne une vitesse

de convergence de l'ordre :
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3.3 Applications et exemples

3.3.1 Application : Valorisation d’options européennes en informa-
tion partielle

Soit (Xg), k = 0,...,n, le processus de rendement et/ou de volatilité d’'un actif
risqué. (Yx), k = 0,...,n, est le (Logarithme) du processus de prix. On note Fj, =
0(X;,Y;,0<j<k), k=0,...,n, lafiltration d’information totale et .7-“,2/ =0(Y;,0<
j <k), k=0,...,n la filtration d’information partielle, i.e. lorsqu’on n’observe pas
le rendement et/ou volatilité mais seulement le prix des actions. Dans ce modele, on
se donne une option européenne de payoff h(Y;,) et plus généralement h(X,,Y,). Son
prix en information totale est donné a la date k par :

U = E[h(Xnvyn”fk] = Uk(kayk),

pour une fonction Borélienne v, d’apres la propriété de Markov du couple (X,Y).
(Nous avons supposé ici que P est déja une probabilité risque-neutre). La fonction vy
peut étre aisément calculée par diverses méthodes : quantification ou Monte-Carlo.
D’autre part, le prix de 'option européenne en information partielle est :

Ul = E[h(X,. Y5 ].
D’apres la loi des espérances conditionnelles itérées, on a :
Ul = E[WMXnY)|FY] = E[ve(Xe, Yi)|FL ]
= /Uk(%Yk)Hk(dﬂf) =: Mog(., Yi)

Ainsi, étant donnée une observation (Yp, ..., Y%) = (vo,...,Yk), son prix est approximé
par la formule explicite :

Ny

ﬂkvk('vyk) = ka‘(x;gayk)ﬁ;m
=1

ot I, est le filtre quantifié.

3.3.2 Exemples

Modéle linéaire gaussien. C’est le modele étudié au paragraphe 3.1.2 :

X, = AX, 1+ Be,, Xo~N(uo,%y),
Y, = CXn+77na

pour lequel le filtre IT,, est explicite : I, ~ N(X,,%,) avec X, et ¥, se calculant
explicitement de maniere inductive.
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Projet 7. Choisir les parametres du modele en dimension 1 pour que le signal X, soit
stationnaire, X ~ N(0, ZOX ) pour tout k, et impémenter le filtre quantifié. Comparer
avec le filtre théorique explicite.

Modele a volatilité stochastique. On considere le modele ARCH :

Xpy1 = pXp+ep, Xo ~ N(0,%)
i = o(Xk)nk,

ou (ex) et (ng) sont deux bruits blancs indépendants gaussiens. Ce modele est populaire
en finance ou X est le facteur de la volatilité de I'actif risqué de prix logarithmique Y
=1InS.

Projet 8. Choisir les parametres du modele en dimension 1 pour que le signal X} soit
stationnaire, Xj ~ N (0, Eé( ) pour tout k, et impémenter le filtre quantifié. Calculer le
prix d’un put européen en information totale et partielle.
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