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Probléeme

Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable, de loi Px sur (2, P). On suppose
que Px est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue dans R et on note
F' la fonction de distribution de X. Pour N > 1, on note }R]<V I’ensemble des N-uplets z =
(x1,...,xy) € RN avec z1 < ... < zy. On note D% la fonction de distorsion quadratique
de X, i.e.

DX¥(z) = E ._minN|X—:ci\2 , = €RY,

i=1,...,

et on rappelle que D% est différentiable sur RY. On note DX = minxeRg DX (z) la distor-
sion minimale.

Pour tout # = (21,...,7,) € RY, on pose &; = %, 1<i<N-1.
Partie I.

1) Expliciter les cellules fermées de Voronoi de z € RY :

=1,...

Ci(z) = {UER :]u—xi]:j_minN\u—xj]}, i=1,...,N.

2) Expliciter sous forme intégrale (par rapport a Py), la distorsion Dy (x) et son gradient
VDX (z) en fonction de #;, 1 <i < N — 1.

3) a) Soit # = (71,...,7,) € RY un quantifieur stationnaire de X, i.e. VD3 (x) = 0.
Montrer que x vérifie les relations

1

B F(i) = / WP (du)

€X; [F(i‘z) — F(.i'i_l)] = [xl u]P’X(du), 2<i<N-1
ey [l —F(Zy-_1)] = /00 uPx (du).

b) En déduire dans le cas ou N = 2 et Px est une loi symétrique sur R, i.e. F(—v) + F(v)
= 1 pour tout v € R, que x = (—E|X|,E|X|) est un quantifieur stationnaire.

Partie II.

On considére dans cette partie le cas particulier oit X suit une loi exponentielle Px ~ £(1)
de parametre 1, i.e. Px(du) = 1, (u)e “du. On note RY - = RY N (R1)" i.e. Pensemble
des N-uplets de RY de composantes dans le support R, de la loi de £(1).
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4) Soit = (x1,...,x,) € ]Rf}< un quantifieur stationnaire de X ~ £(1). Montrer que
DX (x) = a3

Indication. On utilisera I'expression de la distorsion D])§ de la question 2) sous forme
intégrale qu’on intégrera par parties puis qu’on simplifiera avec les relations de stationnarité
de la question 3).

On considere la fonction définie sur R par
v/2
d(v) = / ue “du, veR.
0

5) Etudier la fonction ® et montrer que

<0 ifv>0
>0 ifv<0

B(v) — B(—v) {

6) a) Montrer qu’on peut définir de maniere unique la suite (vg)n>1 dans R4 par les relations
récursives implicites, en partant de vg = +00 :

O(—vpy1) = P(v), k>0.
b) Montrer que (vi)i>1 est décroissante et converge vers 0.

7) a) Soit x = (x1,...,2,) € Rf7< un quantifieur stationnaire de X ~ £(1). On pose 99 =
+00, Uy =Ty ., —ZTy_,, 1 <1 <N —1, 0, = 2x;. Montrer que

O(—v;41) = P(0;), 1<i<N.
Indication. On utilisera les relations de stationnarité de la question 3) et on fera les change-
ments de variable adéquats.

b) En déduire que I'unique quantifieur stationnaire de X ~ £(1) dans ]Rf’ - est donné par :

N-1
v .
x; = ?NJr E v, 1<i<N.
k=N+1—i

¢) Que vaut la distorsion minimale D7
Partie III.

On suppose que le support de la loi de X est compact, égal a [a,b]. On note f la densité
de X par rapport a la mesure de Lebesgue sur R, supposée continue sur [a, ).

8) Dans ce contexte, énoncer le théoréeme de Zador concernant la vitesse de convergence de
DX quand N tend vers linfini.

9) Soit x = (z1,...,7,) € RY N [a,b]N. En posant ¢ = a, Ty, = b, vérifier que

1 N Zq
DX(x) = / (u— 22 f (w3 / (u — 2:)? f (u)du
z i=2 Y Ti-1

0

N-1 .z, Ty
+ (u—xi)Qf(u)du+ (u— xN)Zf(u)du. (1)
>/ /

Y
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10) Montrer qu’il existe 0; € [z, zi+1], 0 < i < N tel que

X _ JJZJrl )3 ($N+l -

Dy(z) = f(‘90) + Z f(o +fly)——5——
Indication : on utilisera le théoreme des valeurs intermédiaires a chacun des termes intégraux
de (1).

11) On définit la densité g sur [a, b] par
f3(u)
b P
Jo 1f (@)|zdu

On choisit maintenant z; comme le (2¢ — 1)/2N quantile de la loi associée, i.e.

glu) =

2t —1

a) Montrer qu'il existe n; € [x;, zi1+1], 0 < i < N, tel que

1 [ fo;
Dy(z) = o2 [; M(ﬂfm —xz‘)] :

Indication : on utilisera le théoréme des valeurs intermédiaires & g dans (2) pour estimer
Ti+1 — Lgy 1= 0,...,N.

Jim N2DX(z) = (/ |f (u 3du>

b) En déduire que

c) Interpréter.



